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PREMIÈRE THÈSE. 


SUR 


LES CONTINUS IRRÉDUCTIBLES 
ENTRE DEUX POINTS 


INTRODUCTION. 


Les notions fondamentales de la Géométrie pure ne sont pas encore 
toutes rigoureusement définies et analysées. Seule l’étude de la notion 
de la droite est amenée à un degré de perfection dans les célèbres 
Grundlagen der Geometrie de M. Hilbert. Mais si l’on passe à 
l'étude des courbes et des surfaces, on s'aperçoit qu'il nous manque 
méme une définition de ces notions. Gráce aux immortels travaux 
de Georg Cantor, qui nous ont appris à considérer toute figure 
comme un ensemble de points et à raisonner à partir de cette 
conception, cette question peut étre posée aujourd'hui d'une facon 
nouvelle et plus claire : Quelles propriétés doit posséder un 
ensemble de points pour mériter d’être appelé courbe, sur- 
face, etc. ('). C'est le premier de ces problèmes que je traite dans 
cette "These. 

L'étude des figures considérées comme ensembles de points peut 


(*) Les points étant des êtres dont les propriétés sont définies axiomatiquement, comme 
le fait M. Hilbert. 
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être entreprise à deux points de vue. On peut essayer de caractériser 
les ensembles dont il s'agit par les relations entre les points de l'en- 
semble et ceux du reste de l'espace ; c'est ce que fait M. Schoentlies (') 
dans l'étude de la réciproque du théoréme de M. Jordan, d'aprés 
lequel une courbe plane fermée sans points multiples partage le plan en 
deux régions. Ou bien, on peut chercher à caractériser les ensembles 
par des propriétés de seuls points de ces ensembles, et c'est précisé- 
ment ce que s'était proposé de faire M. Zoretti (°). 

Seulement, les rapports entre l'ensemble et le reste de l'espace 
interviennent encore dans les raisonnements de M. Zoretti. Au con- 
traire, en me placant à ce second point de vue, j'ai évité le plus pos- 
sible de me servir de ces rapports, et j'ai ainsi obtenu des résultats 
valables pour l'espace euclidien à un nombre quelconque de dimen- 
sions, et pour les classes tres étendues d'autres espaces. 

Cependant, l'idée directrice, l'étude de la notion de ligne étant la. 
méme dans le présent travail que dans le Mémoire de M. Zoretti, je suis 
à peu prés la méme marche que lui. Je pars donc, comme lui, de la 
notion capitale qui lui est due (°) de continu irréductible entre A et B; 
c'est ainsi que M. Zoretti a appelé un ensemble continu contenant les 
points A et D, dont on ne peut enlever aucune partie sans qu'il cesse 
d’être continu ou de contenir А et B; moyennant certaine restriction 
de cette notion, j'arrive comme lui aux continus équivalents à un arc 
simple sans points multiples de M. Jordan. 

La différence apparait dans le choix de cette condition restrictive. 
M. Zoretti a cru pouvoir démontrer qu'un continu irréductible AB 
peut être décomposé en deux continus AM et BM n'ayant en commun 


(1) Beiträge zur Theorie der Punktmengen (Math. Ann., t. LVII, LIX, LXII, 1904- 


1906). | 
(2) La notion de ligne (Ann. de l'École Norm., t. XXVI, 1909). 

(3) Elle a été introduite par lui pour la première fois dans ses belles leçons professées 
au Collége de France en 1908-1909. Je profite de l'occasion pour direici que ceslecons ont 


largement contribué à déterminer la direction de mes recherches. 
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qu'un seul point M arbitrairement choisi sur АВ. Cela est inexact ('). 
Cette propriété, qui appartient évidemment à tout ensemble équiva- 
lent au sens de l'Analysis situs à un segment de droite, n'est pas géné- 
rale ; c'est en l’ajoutant comme condition restrictive à la définition du 
continu irréductible que j'arrive à la notion d'arc smere; j'appelle donc 
arc simple AB tout continu irréductible AB qui peut étre décomposé en 
deux continus n'ayant en commun qu'un point arbitrairement désigné 
sur AB. A lire le travail de M. Zoretti, on pourrait croire que la notion 
d'arc simple est encore plus large que celle de courbe de Jordan sans 
points multiples, car, pour avoir l'identité de ces notions, M. Zoretti 
croit devoir introduire une nouvelle restriction. En réalité, je prouve 
(Chap. HI, $ 2) que tout are simple est équivalent au sens de l Æra- 
lysis situs à un segment de droite, c'est-à-dire qu'il y a identité absolue 
entre les ares simples et les ares de courbes de Jordan sans points 
multiples. 

Une des notions les plus importantes que j'introduis dans cette 
Thèse est celle de CONTINU DE CONDENSATION d'un continu donné. 
ГарреПе ainsi tout continu X, sous-ensemble du continu donné 2, tel 
que tout point de X est un point limite des points de © n'appartenant 
pas à 9€ (*). | 

L'importance de cette notion ressort clairement du fait que la non- 
existenee du continu de condensation sur un continu irréductible entre 
deux points est une condition nécessaire et suffisante pour que ce con- 
tinu soit un аге simple (Chap. HF, S 2). 


(*) Voir Comptes rendus du 18 juillet 1910, où M. Zoretti se corrige en partie, en se 
réservant de le faire complétement dans un Mémoire qui va paraitre dans Acta mathema- 
tica. — Cf. aussi Brouwer, Sur les continus irréductibles de M. Zoretti, et Zonerri, 
Remarque au sujet de la remarque de M. Brouwer (Ann. de l'École Norm., t. XXVI, 
1910, p. 965 et 567). 

(*) Dans le cas du plan, cette notion correspond à peu prés aux continus composés de 
points unerreichbar de M. Schoenflies. Mais pour les espaces à plus de deux dimensions 
l'idée de M. Schænfies s'applique aux études des surfaces, tandis que le continu de con- 
densation s'applique toujours aux lignes. 


SM M 


4 S. JANISZEWSKI. 


La simplicité de ces énoncés pouvait donner cette idée tout à fait 
fausse qu'un continu irréductible ne diffère pas beaucoup d'une ligne ; 
en réalité, un continu irréductible peut étre aussi compliqué qu'on le 
veut; dans l'espace à plus de deux dimensions il peut contenir des 
surfaces, par exemple une infinité indénombrable de sphères (voir 
Chap. II, exemple 8, et fig. 6 et 7). 

Abordant l'étude de quelques continus non irréductibles, je cherche 
à caractériser ceux qu'on pourra décomposer en un nombre fini d'arcs 
simples. Je suis ainsi, en particulier, conduit à la notion de ligne simple 
fermée que je définis comme un continu © qui peut être décomposé 
en deux continus n'ayant en conimun que deux points arbitrairement 
donnés sur ©. Je démontre qu'une telle courbe est équivalente au sens 
plus large de l’ Analysis situs à une circonférence (Chap. HI, 5 4). 
Pour caractériser les figures correspondant aux réseaux les plus géné- 
raux, je dois introduire deux notions nouvelles, celle de point régulier 
et celle de point simple (Chap. IV, 5 4) (*). 

Je tiens à me justifier d'avance et une fois pour toutes de la part que 
je réserve à certaines propositions qui peuvent paraitre évidentes et 
n'avoir besoin d'aucune démonstration. Le fait que plusieurs proposi- 
trations réputées évidentes ont été reconnues fausses, explique mon 
extréme réserve. Aussi, je ne crains pas d'étre long. Pour diminuer 
encore les chances d'erreurs, j'introduis des symboles qui, tout 
en abrégeant certaines démonstrations, permettent de remplacer le 
'aisonnement par un simple caleul. Ces symboles sont bien connus 
dans la théorie des ensembles, mais on n'a pas essayé jusqu'ici de 
s'en servir comme éléments de calcul; ce calcul est cependant, lui 


(1) Quelques définitions analogues ont été données par M. Young dans son beau Livre 


Te theory of sets of points (p. 219-221). 
И m'a été impossible de prendre connaissance de tous les travaux de M. W.-ll. Young; 
aussi, peut-être ne l'ai-je pas cité partout où j'aurais dû le faire.Jele regretterais vivement 


et m'en excuserais ici. 
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aussi, bien connu : c’est le calcul logistique (là au moins où n'inter- 
viennent pas les ensembles dérivés). 

Un des avantages de l'introduction du calcul symbolique est qu'il 
met bien en évidence les hypothéses nécessaires à la validité des rai- 
sonnements, et ainsi j'ai pu dans la Note I étudier dans quelle mesure 
mes recherches dépendent des axiomes de la Géométrie euclidienne. 
Je réponds en montrant que presque tous les théorèmes sont vrais 
pour un espace qui satisfait à un système de quatre axiomes [cet espace 
correspond à peu prés aux classes (V) normales de M. Fréchet], et que 
la plupart d'entre eux n'a méme besoin d'aucun axiome [c'est-à-dire 
est valable pour toute classe (L) de M. Fréchet (')]. 

Avant de terminer, je tiens à remercier ici M. Lebesgue pour ses 
gracieux conseils concernant la rédaction de cette Thèse. Je ne peux 
aussi passer sous silence l'aide de mes camarades S. Moszkowski et 
J. Rudnicki, qui m'a été si précieuse pour la rédaction francaise, ainsi 
que les simplifications qu'a apportées M. Moszkowski à plusieurs de 
mes démonstrations. Qu'il me soit permis de leur adresser ici mes 
affectueux remerciments. 


CHAPITRE I. 


NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


E 


Les ensembles de points dans l'espace euclidien à » dimensions, où 
п2 2, font l'objet de notre étude. Dans tout ce qui va suivre, nous 


(1) Cette réponse était facilitée encore par le fait, que j'ai évité dans mes raisonnements 
l'emploi des lignes polygonales, comme une notion étrangère à l' Analysis situs. 
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supposerons implicitement que ces ensembles sont situés entièrement 
à distance finie, c’est-à-dire qu’ils peuvent être enfermés à l’intérieur 
d'une sphère de rayon fini. 

J'appelle, d’après G. Cantor, continu un ensemble de points fermé 
et bien enchaíné, qui ne se réduit pas à un seul point. Il existe deux 
définitions de cette derniére propriété : celle de Cantor et celle de 
Jordan. | 

D'après Cantor, un ensemble est bien enchaîné si, étant donnés deux 
points quelconques А et B de cet ensemble et un nombre positif є 
aussi petit qu'on le veut, il est possible de trouver une suite finie 
de points Т,, T,, ..., T, , telle que 


р(А, T.) ce р(В, To) «e (5) 
(9 p (Tj, Tras) <ê (kehee lae 
Nous appellerons cette suite une chaine par rapport à є. Elle peut 
évidemment toujours étre supposée composée de points distincts entre 
eux. Nous dirons que deux points À et B d'un ensemble quelconque 
sont bien enchainés entre eux, s'il existe une chaine entre А et B par 
rapport à tout e, composée de points de l'ensemble considéré. 

D'après M. Jordan (°) et M. Schœnflies (*), un ensemble fermé est 
bien enchainé s'il est impossible de le décomposer en deux ensembles 
fermés qui n'ont pas de points communs. 

Ces deux définitions sont, comme l'a montré M. Jordan, équiva- 
lentes. 

La définition de Cantor montre immédiatement qu'un ensemble bien 
enchainé est contenu dans son ensemble dérivé, c'est-à-dire est dense 
en soi. En remarquant qu'au sens de Cantor un ensemble reste bien 


(!) Je désigne par р(А, B) la distance de deux points A et B. 
(*) Jordan, Cours d'Analyse, 2° édition, t. І, p. 25-26. 
(3) ScuoNrLIEs, Beiträge zur Theorie der Punktmengen (Math. Ann.,t.LVIII, p. 209). 
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enchaîné ou non, quand on lui adjoint ses points limites, nous étendons 
la définition de Jordan aux ensembles non fermés de la facon suivante : 
un ensemble est bien enchainé, si l'ensemble de ses points et de ses 
points limites est bien enchaîné. Il en résulte que l’ensemble dérivé d'un 
ensemble bien enchaíné est continu. 

Un point appartenant ou non à l'ensemble donné est dit point fron- 
tiére de cet ensemble, si toute sphére décrite autour de ce point con- 
tient au moins un point qui appartient et un point qui n'appartient 
pas à l'ensemble. Par frontière de l'ensemble 4, nous entendons l'en- 
semble de tous les points frontières de J. Nous la désignerons par 
4 (4). Un point de l'ensemble qui n'est pas un point frontière de cet 
ensemble est dit point intérieur; un point qui n'appartient ni à l'en- 
semble donné, ni à sa frontière, est dit extérieur à l'ensemble (*). 

Un ensemble est punctiforme s'il ne contient aucun continu ; il est 
discret si l'ensemble de ses points et de ses points limites est puncti- 
forme (°). Il résulte de cette définition qu'un ensemble discret ne 
contient aucun sous-ensemble qui soit bien enchaîné (°). 

Un ensemble est irréductible par rapport à un systéme de propriétés 
données, si aucun de ses sous-ensembles ne possède les mêmes pro- 
priétés. 1 
Un ensemble est saturé pour un système de propriétés données, s'il 


(!) Ces définitions ont été données par M. Jordan (Cour d' Analyse, t. 1). 

(°) M. Schonflies a introduit dans son Ouvrage Die Entwickelung der Lehre von den 
Punktmannigfaltig keiten, t. 1, la notion d'un ensemble punctiforme pour des ensembies 
fermés ; elle se confond dans ce cas avec la notion d'un ensemble discret ; pour Ја désigner, 
M. Schenflies emploie donc indifféremment les mots punkthaft et zusammenhangslos. 

(+) Dans le cas d'un espace à plus d'une dimension, cette propriété n'est pas une condi- 
tion suffisante pour qu'un ensemble soit discret. En effet, l'ensemble de points qui ont 


pour coordonnées 2 => yr. y p et q désignant des entiers positifs premiers entre eux 


où p <q, ne contient aucun sous-ensemble bien enchaîné et n’est pas cependant discret. 
Remarquons encore qu'un ensemble punctiforme peut être bien enchaîné; tel est len- 
semble des points qui ont pour coordonnées tous les nombres rationnels plus petits que 1. 
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n'existe aucun ensemble possédant les mémes propriétés et contenant 
l'ensemble donné (*). 

A l’ensemble irréductible on ne peut done rien enlever, à l'ensemble 
saturé rien ajouter, sans qu'ils perdent les propriétés en question. Il est 
évident que si, par rapport à un systéme de propriétés, tout ensemble 
qui le possède est irréductible, il est en méme temps saturé et récipro- 
quement (°). 


II. 


Je désigne par % + W l'ensemble des points contenus dans un au 
moins des ensembles d et (b; par + >x W l'ensemble des points com- 
muns aux ensembles № et №; par А — W l'ensemble des points de № 
non contenus dans w (*). 

Les signes 

Lt, À, dC, 
signifient et se lisent : % est identique à W, А contient W, A est con- 
tenu dans 1. 

En employant ces notations, nous pouvons établir les relations sui- 

vantes (*) : 


LU 
(у A (А X ab) + (Ao =Â vb), 

Р % = (Ь X 1) 4 (% — 4); 
(2) Љ + b = (А X Vb) + (As — 15) + (њ— A); 
(3) (^A — wb) + V = Ao + vb = Ao + (6 — À); 


(!) Pour éviter des malentendus, je préviens que l'expression : l'ensemble ayant les pro- 
priétés X irréductible (ou saturé) signifie : l'ensemble ayant les propriétés X et irré- 
ductible (ou saturé) par rapport à ces propriétés X. 

(?) Les lignes simples fermées que nous étudions plus loin, nous offrent l'exemple des 
ensembles saturés et irréductibles à la fois par rapport à la propriété d’être une ligne 
simple fermée. 

(3) Cf. Cantor, Acta math., t. II, et Соотоват, Algèbre de la Logique (Scientia, 9^). 

(*) Ces relations sont vraies pour tous les ensembles (et non seulement pour des 
ensembles de points). 
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(4) (4 + Mb) — v ==. = % = db = (А X ib). 
II. 

(1) L + ab DL; 

(2) Љ D< W cC №; 

(3) Ào = 15 Ç do. 


ПІ. Za relation 
А D wb 


équivaut à chacune des suivantes : 


(1) Jo + M5 = >; 
(2) № >< М = 1; 
(3) њ— A =0 ('). ` 
IVI Si 
ACX et ub C oC, 
опа aussi 
„+ V5 C X. 
(2) Si 


~ DA et u, DX, 


on a aussi 
Ao >< Vb DX. 


V. Larelation W% D € entraîne (П et IV): 


(1) Jb + % 5 4 -- €; 
(2) JA X b D Ao X C; 
(3) A—WCL—E; 
(4) V — À DE — AL. 


Les formules (1) et (2) sont encore vraies pour un nombre infini 
quelconque d'ensembles. 


(1) À = о signifie que l'ensemble A ne contient aucun point, c'est-à-dire n'existe pas. 
2 
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Introduisons les notations suivantes dues à Cantor : |Г,| désigne 
l'ensemble dont les éléments sont Г„; M (| Љ„|) désigne l'ensemble de 
points de tous les &,; 0 (| Љ |) désigne l'ensemble des points com- 
muns à tous les Љ„. C'est une généralisation des opérations + et x 
au cas d'un nombre infini d'ensembles. 


Avec ces notations les relations (1) et (2) généralisées s'écriront 
de la facon suivante : 


Si chaque W, contient ©, correspondant, on a 


(1) M (| wal) 5 M (1641); 

(2) D (194) D I (1e). 
VI. 

(1) А +1 + © zz (4 +) -- €; 

(2) Ao X Ub >< € zz (de X 1) x €. 


VII. (Lois distributives ). 


(1) (A X 15) + € zz (4 +C) x (ње); 
(2) (4& +) Xe zx (4 X C) + (хе); 
(3) (4 ++ 4%) — © =(A-C)+(BB- ©); 
(4) (A X %)—©=(4А—)х(%— ©); 
(5) À — (b + е)=(љ—%њ)—2. 


La relation (1) peut se démontrer par le raisonnement suivant . Tout 
point de (A >< 5) + € appartient soit à AX W, soit à ©. S'il appartient 
à >< №, il appartient aussi à L+E et à 6 4- €, donc à 


(4. 4- €) xx (6 4-8); 
s'il appartient à C, il appartient évidemment à (% -- €)»«(i5 4- € ). 
Par conséquent, tout point de (J> 15) + © appartient à 

(4 47 €)» (ње). 


vs MER 6. 
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Inversement, un point qui n'appartient pas à ( b X v5) 4- € n'appartient 
ni à À X W ni à ©, donc il ne peut pas appartenir à la fois à А ЊЕ et 
à V5 -- € ; par conséquent tout point qui n'appartient pas à (d X i5) 4- € 
n'appartient pas поп plus à (+ ©) < (1+ €). Il s'ensuit que les 
ensembles (Љ >< i5) 4- € et (A+ €) X (ib -- €) contiennent les mêmes 
points, c'est-à-dire sont identiques. 


Par un raisonnement analogue on établirait les formules (2), (3), 


(4), (5). 


VIIL. Les relations 


(a) À + wb D à + ©, 
(b) | AX 1h D À x 2 
entrainent 

wd Le e. 


En effet, tout point qui appartient à © appartient soit à À x ©, soit 
à C—.. S'il appartient à À < ©, il appartient, en vertu de (b) 
à J X vb, done 1. S'il appartient à © — L, il appartient à € + d, 
donc en vertu de (a) à + W; mais comme il ne peut pas appartenir 
à А, il est contenu nécessairement dans i5. Par conséquent, tout point 
de © appartient à №. On a donc bien 
% De. 


e. Q. T. D. 


COROLLAIRE. — Si 
À + V = À + 2 
et 


д X № = А X 2, 


оп а 
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III. 


Nous allons démontrer maintenant une série de propositions et for- 
mules relatives aux ensembles dérivés. Nous représentons l'ensemble 
dérivé de «4 раг &' et l'ensemble avec ses points limites, c'est-à-dire 


Jo + № par A. 
IX. La relation 
À: no м 
entraine 
Ау на. ei „оф. 
С" 
(1) (A -- 5 ) = А-а. 


En effet, tout point de А + W est un point limite des points de 4 
ou de 15, c'est-à-dire de & + 1h; il est donc un point de (4 + WY. 

Et réciproquement, soit Т un point de (Jb + W)’; soit d'autre part 
une suite infinie décroissante e, €, ... e,..., ayant pour limite zéro. On 
peut faire correspondre à chaque e, un point M, de l'ensemble № + 4», 
tel que 

e (T, М) < s. 

Considérons à présent l'ensemble des points M,M, ... M, ..., qui 
contient une infinité de points d'un au moins des ensembles d et w. 
T est le point limite de cet ensemble; il est donc contenu soit dans 
À’, soit dans W, c’est-à-dire dans А + W. 

(2) JM XD (AL у. 

En effet, tout point de (A> 1») est un point limite des points 
communs aux ensembles № et 15; il appartient done à А et à W’, c'est- 
à-dire à A' X W. 

xa 
(1) do + (А); 

(2) 4 XD (А >< ws). 


— 44 — 
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On établira ces relations de la même facon que les formules 
X* (5) 

Par des raisonnements analogues, on peut généraliser les relations 
X^, (2) et X", (2), au cas d'un nombre infini quelconque d'ensembles : 
D(a) 2950141) 

et 
D(14)23(1). 
Par contre, les relations X*, (1), et X^, (2), ne se prêtent pas à la 
généralisation complète. 
On a seulement 


(л) с ВИ АИ) 
et 


füüxpc$88ax). 


XI. Si les ensemble; Ў, et f, sont fermés, les ensembles $, + Ф, ct 
$, x f, le sont aussi. 

La première partie de cette proposition résulte immédiatement de 
la relation Х", (1). En effet, par hypothèse, 7, = F, et f, == 7,. Par con- 
séquent 

$,24- 4,2 3,-- 2,2 (3,27 3,). ` 
MES d MC 


Quant à la seconde partie, elle découle de la relation X", (2) : 
3, x 3.5.3. >x 2, 5 (4, >< $.). 


Mais comme d'autre part on a toujours % C A, 


C. Q. Е. р. 


(") On peut aussi les démontrer раг le calcul, en s'appuyant sur les relations X^, En effet, 
(1) (% + s) = (Je +W) + ( Ao +W )'= А + b + HD == (4, А) + (% +W") = 15, 
(2) (IC ж) =( Ao > Vb) + ( Ao X Vb) CC (А X b) (А) 

= ( Ao + Љу X (dio +) X (15 4 J^) X ( V +0) 
= Je x X (4e + 0^) X (wb + de^) CE X 11h. 


TRU QES 
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Le méme raisonnement prouve que 
D (15,1) = D (| Fal), 
si f, = 4, pour tous les œ. 


XII. Si les ensembles €, et €, sont parfaits, l'ensemble 9, + P, est 
aussi parfait. 
En effet, comme Ф, = Ф et 9, = €, on a d’après Х*, (1), 


Q, + $, = 0, + 05 = (€, + %,). 
C. 9, Р. р, 


XIII. Si les ensembles ©, sont bien enchaínés et s'ils ont au moins 
un point commun entre eux, l'ensemble des points de tous les E, est lut- 
méme bien enchaíné ("). 

Soit P un point de D (12,1) et soient A et B deux points de A (15). 
Chacun de ces points peut étre réuni, par hypothèse, par une chaine 
avecde point. P'/SoieHt 47 T FSC РОГУ, Б, 04, =.>. © Fo CES 
chaines; réunies ensemble, elles forment la chaine A, Т,, ..., Th, P, 
S,; ..., S,, B entre À et B. 

L' а M (15,1) est donc bien enchaîné. 


XIV. Si deux continus €, et €, ont au moins un point commun, len- 
semble €, + C, est un continu. 
Ce КИ леве: résulte immédiatement des propositions XI et ХП. 


XV. Si l'ensemble £+ Ў est un continu, les ensembles © et $ ont au 
moins un point commun. 
En effet, l'ensemble £ + $ étant T 


ë 4 =(c+9)=6+3. 


L'hypothèse £ 4 = o signifierait que l'ensemble £ + f peut être 


(!) Voir Jonpan, Cours d' Analyse, a° édition, t. I, p. 26. 
à De 
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décomposé en deux ensembles fermés sans points communs, ce qui 
est impossible, € + F étant par hypothèse un continu. 


XVI. Si l'ensemble E+ $, 4 $,4-...2- $, est un continu, et si les 
ensembles f et 5, (k+l; А, L— 1,2, ..., m) n'ont pas de points communs 
entre eux, tout 3, (k=1, 2, ..., m) a au moins un point commun 
avec £. 

En effet, 


C++... + Зи (£27 Ít... + $4 + Tags +... Ји) + Fr. 


Par conséquent, en vertu de la proposition XV, les ensembles 5, et 
(E 4- 4,47... 4, 27 $,, 7... 7 $,) ont au moins un point commun 
Or [Х", (1), et УП, (2)] | 


(CERRAR pe и t < < + Је) x Ïr 


m (606-4341. 0224-9) s 


=(2<%,)- (7 54) +...4 (fix 54) + (3444 X 4) +. (Fm >< $4) = € > f, 
car, par hypothèse, 
# x Fr = о (k Á l). 
Par conséquent, 


x 1, 0. 


е5! 


IV. 


Soit |J.) un ensemble infini d'ensembles M, ; l'ensemble des 


points H tels que 
k lim p (H, Ma) = o 


est son ensemble d'accumulation 3€. 


"^ WA > 
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L'ensemble des points L tels que 


lim ç (L, Ma) = o 


est son ensemble limite Ç (*). 
Il est évident que : 
1° L'ensemble d’accumulation existe toujours : Је хо; 
2° L'ensemble d'aecumulation contient l'ensemble limite : 


г 9. 
3° Tous les deux sont fermés : 
KSR el ЈЕ TE 


4° Si les ensembles A, n'ont pas de points intérieurs, l'ensemble 


limite n'en a non plus, c'est-à-dire 


£c (0) 
si 
TT (Та) 
quel que soit œ. 
Exemvrzes. — 1. Soit une infinité d'ensembles Mzz, dont chacun se réduit à un 


+ e | ET ER 
seul point d'abscisse 7; situé sur l'axe des ж. Nous désignons par % l'ensemble d'ac- 


(*) Cf. Souoenrites, Math. Ann., t. LIX, p. 139, et t. LXV, p. 431. 

Je désigne, suivant l'usage, par lim la plus petite des limites (limite inférieure). J'ob- 
serve qu'il n'est pas nécessaire pour que les symboles lim et lim aient un sens précis, que 
la grandeur en question soit fonction d'un paramétre; en effet, l'expression lim et lim peut 
concerner l'ensemble des valeurs qui peuvent étre prises par une variable indépendante; dans 
ce cas a = lim a, signifie que pour tout £(c70) donné il n'y a qu'un nombre fini de a, tels 
que |a— а, |>; et a = lim а, signifie qu'il n'y a qu'un nombre fini de a4 plus petits que 
a tels que (a —a4)7»: et qu'il existe au moins un а, (donc une infinité) tel que 
|а— а |<. Remarquons qu'on ne doit pas confondre lim a; avec lim az, à moins que œ ne 


œ = œ 


soit pas un entier. 

En langage de la théorie des ensembles, la limite c'est le nombre qui est élément limite 
unique d'un ensemble des nombres donnés; la limite inférieure c'est la borne inférieure 
de l'ensemble dérivé de |а, |. Ce dernier étant supposé infini, la limite inférieure existe 
toujours. 


a MH 
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cumulation et par $ l'ensemble limite. Le 3€ de | (К 05 l= 1,2, ...) c'est 
l'ensemble de tous les points du segment (o, 1) de cet axe. Quant à t , il est vide. 


2. Soit une infinité d'ensembles 2, dont chacun se compose d'une infinité de 
p 

points d'abscisse x (£— 0, 1,2, ...). Le је de || (k = 1, 2, ...) est identique à £; 
ils ne contiennent que deux points d'abscisse o et 1. 

Les plus intéressants pour les applications sont les ensembles de continus; leur 
ensemble d'accumulation peut étre un ensemble fermé absolument quelconque. 

З. Soit une infinité d'ensembles My = A, B4, le point A, étant un point d'abscisse 
; sur l'axe des z et A,B, un segment de longueur constante de la droite x= 
(k= 1, 2, 3,...). Ici on a X = £ = AB, le point A étant à l'origine et AB un seg- 
ment de l'axe des y. 

4. Considérons sur chaque droite x = у quatre points A54. ,, Bo. ,, Aux, Bar ayant 


e 1 1 
respectivement pour ordonnées о, CET 


Traçons (fig. 1) les segments Ад, , Bj, , et Аду Ва et posons 24:= АВ». On a 
ici € = AB + A' et = o. 


Fig. 1. 
Be 

8, 
“| А А; 
8 в, [Bs B, 
^ As А, ^ 


5. Soit une demi-circonférence de diamètre COA, et sur cette circonférence une 


infinité de points, A, A, A,... A,..., tels que COA; = Tx Joignons ces points А, 
au point fixe C et soit My = А, С. Ici on a R = £ =C. 


Fig. 2. 
м, CA 


6. Soit une infinité d'ensembles № = АМ, C, D, № B ( fig. 2). 
Опа : 3€ == AMCDNBN'DCM^A, tandis que £ = A + CD + B seulement ; 3€ est 
continu, conformément au théoréme I (p. 20). 
J. | 3 
Lie M s. 
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7. Soit une infinité de segments, comme Азк_. B:x_, de l'exemple 3; divisons tous 
ces segments, excepté le premier, en trois parties égales et enlevons les parties du 
milieu; soit A, B, le premier segment et А,В, et А,В, les deux segments de la 
.seconde droite. 


Fig. 3. 
JE B B 

ï 

1 p 

t As Аз 

1 | 8: 

1 la, 

LI [8s 
a| ' ^ ^ А. 


Sans toucher à А, В,, А,В, et А, В,, subdivisons tous les segments restant en trois 
parties et enlevons les parties du milieu. Soient : А,В,, A;B;, А,В, et А, В; les 
quatre segments de la troisiéme droite. On continue ainsi indéfiniment et l'on obtient 
ainsi sur la droite AB un ensemble parfait non dense; ce sera justement le XC de |2, 
en posant Da == А; Ву, tandis que f — o ( fig. 3). 


8. Joignons par des segments de droites un point fixe А avec les points Ра d'un 
ensemble parfait non dense, situé sur une droite qui ne passe pas par À. Posons 


JC, = AP,, alors : је == Ж (||) et Ç =A. 


9. Soit sur le segment MN = (o, 1), l'ensemble de tous les points A; dont l'abscisse 


m е À : 2 ; ы n 
est de la forme UL l'indice k étant donné, m et i en résultent et à un méme č corres- 


Fig. 4. 
B, 


Be 8, 
B| в, 


МАА АА Љ N 


pond, en général, кили К. Menons les segments A,B,, рагро иіген а 


MN, tels que Ax В, = = = Posons 


M; = А,В, (fig. 4). 
On a 


к= MN et $ == 0. 


Cet exemple est intéressant, саг il nous met en garde devant une supposition qui 
parait toute naturelle, à savoir qu'un ensemble d’accumulation, s'il est continu, peut 
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être regardé comme composé des ensembles limites continus de suites partielles con- 
venablement choisies parmi les ensembles donnés. 

Or, l'exemple 9 montre qu'il n’en est rien. 

Il montre encore que l'existence d'un ensemble limite n'est nullement une condi- 
tion nécessaire pour que l'ensemble d'accumulation soit continu. 


Avant d'aborder la démonstration d'un lemme important, remar- 
quons qu'il existe pour un ensemble quelconque £, un nombre є tel 
que deux points quelconques de cet ensemble peuvent étre réunis par 
une chaîne par rapport à e. Il suffit de prendre 


e > max. p (A, (€ — А)), 


ac 
A désignant un point variable, contenu dans €. 
Lemme. — Soit {M} un ensemble infini d'ensembles tels que pour 
toutes les suites possibles, NU, MU, . .. (M; = Ma) 


аса 


km 


lim | max. PCA 4) | == о. 


Si son ensemble limite р, n'est pas vide, son ensemble d'accumulation 
IC est continu ou se réduit à un point. 


L'ensemble d'accumulation X étant toujours fermé, il faut démon- 
trer qu'il est bien enchainé. 

Soit L un point de f et M un point quelconque de 3, c'est-à-dire 
M = lim M, où M, С Ка. 

Étant donné un nombre e, on peut trouver un entier k, tel que 
pour &Z £,, p(A,, де) < £, quel que soit le point A, de M. Car autre- 
ment on aurait une suite A, A, ... telle que 


o (Aa, Је ) 26. 


Сене inégalité entraîne pour le point limite А, de cette suite l’iné- 
galité o(A,, J€)2e, ce qui est absurde, car J€ contient A, d’après la 
définition méme d'un ensemble d'accumulation. 


i dili 2 
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Soit donc А, un entier tel que, pour 121, 


(1) e (M, Mj) < 3; 
(2) p (Aus 9€) « 5; 
(3) max. [p (Au, (I4 — Ал))] < $; 
(4) e (L, Ma) < 5` 


Soit, d'autre part, L, un point де 2, pour lequel е (L, L, ) «3 
et soit L, , P,, Pa, ..., Pj, M, une chaine par rapport à 5 dans NT, [cette 
chaine existe en vertu de l'inégalité (3)]. Soit encore T; un point de 
% tel que p (Р, T;) = (Р, I€) < 3: Je dis queles points L, T,, T,, ..., 
T, M de X forment une chaine par rapport à = entre L et M. En 


effet, 
o (Tj, Ti) «e(Tià P;) + e (Pi, Pipi) + 2 (Pipis Раца) < е. 
с. Q. Е. D. 


Une premiére conséquence directe de ce lemme est le 


'TuÉonEuE I. = Si l'ensemble limite d'un ensemble de continus n'est 
pas vide, son ensemble d'accumulation est continu ou se réduit à ип 
point. 

V. 


Désignons par € (A, W) tout ensemble fermé et bien enchaîné (un 
continu ou un point), qui contient À et est contenu dans 1. Une 
condition nécessaire d'existence de € (L, 1) est que À soit contenu 
dans 1». Nous désignerons par €, (A, 5) le € (A, 1») saturé | par rap- 
port à la propriété d’être un € (4, W) (*)]. 


(!)- On peut pareillement désigner par €; (Jo, W ) le € (№, 1») irréductible par rapport à 
la méme propriété. Le théorème I du Chapitre П un peu modifié montre que s'il existe un 
€ (A, 0), et si À est fermé, 11 existe au moins un €; (Js, W). 


— s 
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Тнёовёме П. — À et W étant deux ensembles donnés, si un € (A, Wb) 
existe et si l'ensemble W est fermé, il existe un et un seul €, (4, W). 


Posons 


IN == Я (| Є(л, №) DE 


où |C (A, W)} désigne l'ensemble de tous les € (А, 1») possibles. Par 
définition 

LCI C ab, 
d'ou, Wb étant fermé, 

ACM C №. 


Par conséquent, J étant bien enchaîné (XIII) et fermé, est un 
C (A, Ub); mais comme JM contient tous les #(Љ, Vb) possibles, 


JT D IN, ce qui entraîne 
M = OIL. 


MC est donc un € (4, Wb) et il est saturé par rapport à cette рго- 
priété, car il contient tous les € (4, Vb). 

Pour la méme raison, il est le seul € (b, 15) qui soit un €, (b, v5), 
car tout autre € (А, 1) étant contenu dans JN ne peut pas être saturé 


par rapport à la propriété considérée. 


Désignons par 5 l'ensemble de tous les points de l'espace considéré. 
L'ensemble 2 — № est dit l'ensemble complémentaire de 4 (') 
A l'aide de cette notation, la frontière de l'ensemble & (voir p. 7) 


peut s'écrire symboliquement 


Tukorème HI. — Si un continu © а un point commun avec l'ensemble 
IN et un autre point commun avec l'ensemble complémentaire de ce der- 
nier, И a aussi au moins un point commun avec la frontière de M. 


(!). Jorpax. Cours d'Analyse, t. 1, 2° édition, p. 20. 
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Supposons, en effet, que | 

w H eee Боир 
Il s'ensuit [VI, (2); Ш, (2)] 
ех х (5 0) = (ех) х [е (6 = ж)| о 
et comme [ Х?, (2), et V, (2)] 
(е x) x [e x EI] 2 (Ex) x [EE — эу], 

ona 
(a) (еә) х [е х (s — or) | =. 

D'autre part, 
(b) e=ë=j(e x 0) + [e x (5 =0390)]i = (€ x m) + [€ x ($ —m)]. 


Les relations (a) et (b) sont incompatibles avec l'hypothése que € 
est continu, car elles expriment que € se décompose [(b)] en deux 
ensembles fermés sans points communs [(a)]. 


Tuéorème IV. — Sile continu € contient un point А qui est un 
point intérieur d'un ensemble fermé 9C, il existe un € (À, € >< X), qui 
ne se réduit pas à un seul point, c est-à-dire il existe un continu conte- 
nant le point À et contenu dans € et K. 


Soit M un point de € — X (si un tel point n'existe pas, le théorème 
est évident, car alors € est situé tout entier dans X). 

Soit, d'autre part, une suite infinie £,, €, ..., de nombres décrois- 
sants, tels que 


lim Em = о. 


m= «© 


Par rapport à chaque e,,, il existe dans © une chaine entre А et М: 
А, T Td taper M. 

Soit Т,” E ће premier point de cette suite extérieur à X ; les points 
A TT, nd T^ appartiennent tous à X. 


Re 
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L'ensemble d'accumulation С de la suite infinie d'ensembles infinis 
(A +T” +... +T) (m— 1,2, ...) est le continu cherché. 

En effet, c'est un sous-ensemble de С et de X, l'ensemble des 
points T7" étant contenu dans € et X et ces derniers étant fermés. 
Il contient le point A qui appartient à l'ensemble limite de la méme 
suite d'ensembles, et un point appartenant à la frontière $ (2€), notam- 
ment le point 

T = lim TY? = lim T7^,,. 


Comme, par hypothèse, A n'est pas contenu dans f (2), оп a 
А É T. 


L'ensemble limite n'étant pas vide, le lemme de la page 19 s'ap- 
plique ; or, l'ensemble G contenant A et T, ne se réduit pas à un 
point ; il est donc nécessairement continu. 

D'après le théorème II, il existe € (A, € >< H) saturé; si € n'est pas 
contenu dans X, ce €, (А, © >< X) contient un point T de $ (X), car 
l'ensemble G construit plus haut le contient aussi. Par conséquent, 
si X ne contient pas C, nous avons la relation 


Y €,(À, с x X) x F(X) x o. 
THÉORÈME У. — Soit © un continu et Ф un ensemble punctiforme. 


L'ensemble dérivé de l'ensemble des points de © qui n'appartiennent pas 
à € est identique à ©, c'est-à-dire 
(е-- Ф) = 2. 
‘En effet, à l'intérieur de chaque sphère ayant pour centre un point 
quelconque C de ©, il existe un sous-ensemble continu de € ; comme 
Ф n'a aucun sous-ensémble continu, il existe sur ce sous-ensemble de © 


des points qui n'appartiennent pas à Ф. Ceci montre que tout point С 
de € est le point limite de 2 — Ÿ, c'est-à-dire 


(e Фу г. 


d E 
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D'autre part, € étant fermé, contient (© — ®)", done 


(e—eyze. 


C. Q. F. D. 


ConorLAigE. — Ce théorème nous montre que l'ensemble des points 
de deux ensembles discrets est aussi un ensemble discret. 


Soient Ф, et ®,, deux ensembles discrets. Supposons que €, + Ф, 


n'est pas discret, c'est-à-dire que l'ensemble (Ф, + Ф,) n'est pas рипе- 
tiforme. Par conséquent 


(Ф,-_Ф,) 25 9, + 4,756, 
€ désignant un ensemble continu. On a évidemment 
9, 5 € — 8, 
d'oü, en vertu du théoréme précédent, 
(8) De, 


ce qui est absurde, %,, donc Фе (Ф,)' étant discrets. 
L'ensemble €, + ®, est donc discret. 


ЖҮ. 


J'appelle CONTINU DE CONDENSATION d'un continu © tout continu X 
composé exclusivement de points limites de l’ensemble des points de © 
non contenus dans X, c'est-à-dire un continu X tel que 


(е— ху t. 
Cette relation est équivalente aux suivantes : 


ex, 


(1) Et méme (2 — 3€) = 2, саг © étant continu et F fermé on a 


(Фе $1 05$ 7. 


e M ы 
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En effet, k 
(е–—х)=(е–—х)+(е—хуо(е–х)+%5е. 


D'autre part [П, (3); IX], 


eoe-xX, 
eD(e—x) 
Donc 
г=(2—%) 


et 
eD(e—x)>Dx. 


Nous distinguerons deux espèces de points faisant partie d’un con- 
tinu : les points qui n’appartiennent à aucun continu de condensation 
de ce continu seront dits de première espece ; les points de seconde 
espèce seront ceux qui sont situés sur un continu de condensation. 

Les points de première espèce dans le voisinage desquels il n'y a pas 
de points de seconde espèce, appartiendront à la classe I; tous les 
autres points de première espèce, à la classe II. 


ExEwPLEs. — 1. L'ensemble des points (2, y), où pour o < x 5 => у = sin = et pour 


x =0, —1£<y£1,est un continu. Le segment (— т, + 1) de l'axe des y est son con- 


tinu de condensation. 


2. Adjoignons à la figure 4 le segment MN, et considérons le tout comme un seul 
continu composé des 94 et de MN. Ce continu admet MN comme continu de conden- 


sation. 


3. Considérons la figure de l'exemple 8, comme un seul continu. Chaque seg- 
ment AP, est pour cet ensemble un continu de condensation. Cet exemple nous 
montre qu'un continu de condensation saturé peut ne pas exister. Cela tient à ce que 
le théoréme VI qui va suivre, ne peut étre généralisé au cas d'un nombre infini de 
continus de condensation. En effet, M (АР, |) est identique ici au continu donné, et 
ne peut donc pas étre son continu de condensation. Le méme exemple montre que 
l'ensemble d'accumulation, méme s'il est continu, peut ne pas étre un continu de con- 


densation. 


4. Toute ligne tracée sur une surface est un continu de condensation de cette 


surface. 


3. 4 
Se МҸ 
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L'ensemble des points de seconde espèce d'un continu donné peut être évidemment 
non fermé. Il existe donc des points de première espèce et de seconde classe, par 
exemple le point А de la ligne représentée par la figure 6. 

Mais il est particuliérement intéressant de voir que méme si tous les points dans le 
voisinage d'un point sont de deuxiéme espéce, celui-ci peut cependant étre de pre- 
mière espèce. Pour en donner un exemple, nous utiliserons la ligne de la figure 7, 
dont tous les points sont, comme nous Је verrons (théorème IX, Chap. II), de deuxième 
espéce. 

Prenons une suite infinie de ces lignes, toutes semblables entre elles, mais de 
dimensions tendant vers zéro. Joignons-les de telle facon que les points A; viennent à 
coincider avec les points B; ,, et qu'elles n'aient pas d'autres points communs. 

On obtient ainsi une ligne telle que le point limite A des А; B; possède la propriété 
annoncée. Remarquons que la construction de cette figure ne peut étre réalisée que 
dans l'espace à plus de deux dimensions. 


THÉORÈME VI. — Si deux continus de condensation R, et X, d'un 
continu € ont au moins un point commun entre eux, leur somme 
9C, + À, est aussi un continu de condensation de €. 


En effet, d’après XIV, X, +3, est un continu. 
D'autre part, comme © D Ф, et € D %,, 


e 39€, 4-3. 
Nous avons l'identité suivante [I, (3), et VII, (5)] : 
6 — (0t ров e fx, 4- (oc, = ac; )] an (8 = de) 2 (= 064) 
ou, en ajoutant de part et d'autre l'ensemble X, — 3€,, 


[€ — (3t, + 202 )] + (9 — X) 
z[(e-—3€)— (3&,—23t,)] + (3t€4— 3€) = e — 20, 
car | 
94 — X, C e — X, [IV, (4)]. 


De cette relation on tire immédiatement (IX) 
(a) (€ — X, Y = [e — (9€, + Ra) + (Х, — X, У. 
Tout pareillement, 


(6) (e — 9€) = [e — (9t, + 96)] + (9€, — Ha). 


= ME 
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D'aprés notre hypothèse, 


9€, C (e — 3t, у 
et 
С (е — Ka). 


Par conséquent, en vertu de (a) et de (b), 


(с) X, C [e — (3t + ж,)] + (Жа— X у, 
(d) 3, C [e — (9.4 9)] + (H, — 204), 


c'est-à-dire [TI, (1); IV (1)] 
(e) 3€, + Na C [2 — (3€, +2) 4 (9 — 3€, У + (K, — 3€, У. 


D'un autre cóté, 
3€, — 3C, С, 
c'est-à-dire (IX). 
(99 — 9€,) C 3; 
donc, en vertu de (c) et de (4), 


ac [e — (2, +X) + Ka, 
de même, | 
X, С[е—(Х, + 2,)| + 26. 


Ces deux relations montrent [I, (4)] que 


X,— 3€, C [e — (3€, + 5€,)] 
et 
3€, — X, cC [e — (3€, + %,)) 


c'est-à-dire [IV, (1)] 

(X, — Xa) + (34 — X1) C [e — (X, + „)}, 
ou encore [IX ; Х“, (1)] 
(N (at, — 23) а — 3) C [e — (x, + 2.) 


> LL 
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Des relations (с) et (f), on déduit immédiatent [1П, (1)] 
K, + 9, C [Oe — (9C, + 96 )], 
ce qui montre bien que 3€, + X, est continu de condensation де € (*). 
TaéorÈme VII. — Si les continus €,, €,, ..., €, (k fini) n'ont pas de 


continu de condensation, l'ensemble 2, + €, + ... + €, (dans le cas où 


il est un continu) n'en a pas non plus. 
Supposons, en effet, que ©, + €, +... + €, contienne un continu 
de condensation 3€, c'est-à-dire que 


(е„+е, +... 081) — XT > 3€ 


ou encore | VII, (3), et IX] 


(C, Â х) + (G5 — 3€)' +... +(е,— 9€)! 0 C. 


De cette relation, on tire [III, (2)] 
Ке, — 9€) 4-...4- (ел _ XY] X 9t =, 
c'est-à-dire [ VII, (2)] 
[(e,— 8Y x x] + (е. — XY x 9€] +... + (ек — XY ~ X] ==. 


Cette relation montre qu'au moins un des ensembles (€; — RY >< R 
n'est pas punctiforme. 

En effet, si les ensembles fermés (d’après ХІ) (€; — XY >< X étaient 
punctiformes, ils seraient discrets. 

Or le théoréme V (Corollaire) montre que l'ensemble des points 
d'un nombre fini d'ensembles discrets est également discret. L'en- 
semble des points de tous les (€; — XY >< X ne pourrait donc être 
identique à un continu 9€. | 

Par conséquent, un des ensembles (€; — XY >< 3€ n'est pas puncti- 


(!) La forme actuelle de cette démonstration est due à M. Moszkowski; elle est une sim- 
plification considérable de ma démonstration primitive. 


TU T 
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forme, c'est-à-dire qu'il contient un continu 3€,, 


(е,— HY < 9€ 5 ж.. 


De cette relation, nous tirons [II, (2)] 
x 533, 
d'ou [V, (3), et IX] 
(6, — 9) D (Si, — X) »9t. 
€, contiendrait donc un continu de condensation 9€, , contrairement 


à l'hypothèse. 


Tu£onkxEVIII. — Si l'ensemble d'accumulation d'un ensemble infini 
de continus ©, qui n'ont deux à deux aucun point commun (c'est-à-dire 
tels que C „x О, == о, % Á B) est un continu, tout continu €, dont les 
€, sont des sous-ensembles , admet un continu de condensation. 


Soit JC l'ensemble d'accumulation de | 2,|. Deux cas sont possibles : 
1° l'ensemble €, Xx X est punctiforme (ou vide) quel que soit œ; 2? il 
existe un €, tel que €, >< де 3€,, 3€, désignant un continu. 

Dans le premier cas nous avons [VIIT, (3); X; I, (4), et Th. V] 

(e — x) 5[$8 (16,1) — к] 
= fii(16,— 31) > M | (е, —3ey | = M ( Cal), 
d'ou 
(e — 3e) 5 $8 (16,1) > х. 
C. Q. F. D. 


Dans le second cas, les ©, n'ayant pas deux à deux de points com- 
muns entre eux, X, n'a aucun point commun avec l'ensemble de € 
d'ou l'on a exclu €, , l'ensemble que nous désignerons par |C,|.. Nous 
avons donc 


(a) M(j Cali) x х, = o. 


L'ensemble d'accumulation de |€,!, est évidemment le méme que 


celui de |C,]. Par conséquent 


M (| eal) DR. 


~ 4 ~ 
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D'autre part, 
(e — 3)» Це, |) — 31] = Sf (161) 
en vertu de la relation (a). D'oü 


(e — к.) > х, 
Је, est donc un continu de condensation de €. C. Q. F. D. 


TuÉonkwE IX. — Ze continu de condensation est un invariant de 
Г Analysis situs. 


Soit un continu ©, équivalent à un autre continu €, et soit X, le con- 
tinu de condensation de ©,. Je dis que le sous-ensemble continu 3€, de 
€,, qui correspond dans cette transformation à X,, est continu de 
condensation de C,. En effet, à ©, — 9, correspond évidemment 
©, — 9€, et par suite à (€, — X,Y, l'ensemble (©, —9€,)'; mais 
(€,—9€,)' étant, par hypothèse, identique à €,, c'est €, qui lui cor- 
respond. Par conséquent 

(е, у= Ca. 
CRD: 


CHAPITRE IL. 


CONTINU IRRÉDUCTIBLE ENTRE DEUX POINTS. 


I. 


Nous appelons CONTINU IRRÉDUCTIBLE ENTRE А ET D, ou AB tout court, 
un continu, contenant les points А et B, dont on ne peut enlever aucune 
partie sans qu'il cesse d'étre continu ои de contenir А et B à la fois (*). 


(1) Voir ZongrTI, Annales de l'École Normale, t. XXVI, 1909, et Leçons sur le pro- 
longement analytique professées au Collége de France, 1908-1909. 


MES по 
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En d'autres termes О est un AB si € DA+B et si tout 
€(A-- B, €) est identique à 2. 


TuÉonkwEI. = Soient М et N deux points quelconques d'un continu 
€. П existe au moins un continu irréductible MN, sous-ensemble de € (*). 


Lemme I. — Soit M, , M, ... une suite infinie d'ensembles f ( А , В) (3), 
tels que tout précédent contient le suivant : 


(a) JI a D IM 444. 


L'ensemble M, =D (|21,1) est un & (A, B). 

M, est l'ensemble d'accumulation de |21, |; en effet D (151, |) fait 
évidemment partie de l'ensemble limite de |210, ; et réciproquement, 
soit M, le point limite d'une suite quelconque, 


Mas rl. «а ou M; CA: 
et k; < k,,,. On a en vertu de (a) 
Ju 5Má, (pzo,r,a2,...) 


et comme M ; est fermé 
Ni О M,, 
d'ou 
D (f ml) 2 Mo. 


En vertu du lemme (p. 19) du Chapitre I, on voit facilement que 
JL, est un А (А, B). 


Lemme II. — Tout (А, B) contient un А (A, B) IRRÉDUCTIBLE. 


(*) Jaxiszewski, Comptes rendus, t. CLI (voir Note Il), et Mazunkigwicz, Comptes 
rendus, t. CLI. Je reproduis ici presque textuellement cette dernière Note, sauf la démon- 
stration du Lemme I. — M. Zoretti a signalé ( Comptes rendus, t. CLI) qu'il posséde aussi 
une démonstration de ce théoréme. 

(*) Suivant la notation de M. Mazurkiewicz, je désigne par & (A, B) un ensemble possé- 
dant les propriétés suivantes : 1° il est fermé; 2° il contient А et B; 3° И est impossible de 
le décomposer en deux ensembles férmés sans points communs, dont l'un contiendrait A, 
l'autre B. Р 


ЖА =. 
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Définissons une opération f, (£) où E est un & (A, B), de la facon sui- 
vante. Soit9 un cube à л dimensions qui enferme €, c'est le cube fonda- 
mental. Décomposons 9 à l’aide des plans parallèles équidistants en 
k" cubes que nous rangeons d’une manière déterminée en une suite 9, 

@. ..., 97. Soit $7 l'ensemble des points де € situés à l'intérieur de 


?; nous formons la suite 


2 


£00, 502501 7, 3 09 


eom; СИН) = 20 — QUAU, si CO _ Pr est un À (A, B) 


et 
СК) = CU si 600 — LHO n'est pas uu Ж (А, B). 


Nous posons 


ву EPA: 
Soit Æ un Я (A, B) quelconque. Formons la suite 
sl, ә 
où 
«А = +, гы = Ја (di) (UE ану 


toutes les opérations f; étant exécutées par rapport au méme cube fon- 
damental 9. Tout h; est un Я (A, B); æ; D æi, done d’après le 
lemme I, 
Мој == D (Aj, А, ...) 
est un # (A, B). 
Je dis que c’est un А (A, B) irréductible, car autrement il existerait 
un f (A, B), sous-ensemble de &,,, que nous désignerons par v5. 


Soit alors R un point de №, — W; il y aurait évidemment une infinité 
i. 


x, 2"Tareété de ce 


d'entiers k tels que : 1° R està l'intérieur du cube 
à Ка н 
cube est plus petite que eue) (а) et le cube ne renferme, par suite, 


Vn 


aucun point de v5. 


(1) Vn c'est la longueur de la diagonale d'un cube à л dimensions, dont l'aréte est 
égale à r. 


de RE n. 
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Considérons la suite qui définit A, 


AR |, А s gag Ac, Aok! 44 rl AP, 
où 
AL, => Aok i , и === dok. 
[—14) 1 , * . 
db, — 9, est fermé et contient i5, donc c'est un А (A, B); par suite 
AI == A= — oiii 


Cette relation montre que А et a fortiori æ, et æ, ne contiennent 
pas R, contrairement à l'hypothèse. А, est donc bien un & (A, B)irré- 
ductible. 


Lemme ПІ. — Tout R(A, B) irréductible est un continu irréductible AB 


Il suffit de montrer que la décomposition de l'ensemble № qui est 
un А (A, B) irréductible, en deux ensembies fermés sans points com- 
muns, est impossible. 

Supposons, en effet, le contraire et soit 


Љ == JIL + JG 


une telle décomposition. Si A est contenu dans AT, il en sera de méme 
de B, et comme A n'est pas un Я (A, В), tout en étant fermé et conte- 
nant À et B, il existera une décomposition 


жо=Ф++9, 


où Ê et 9 sont fermés et sans points communs et où ФОА et 9 D В. 

La décomposition 

A zm (--25)-- 9, 

montre que -% n'est pas un А (А, B), contrairement à l'hypothèse. 

La réciproque de ce lemme est évidemment vraie; on peut donc dire 
qu'un continu irréductible AB, c'est un Â ( A, B) irréductible. 

€ étant un continu, M et N deux de ses points, © est évidemment un 
fi (M, N); il contient donc d'après le lemme П un & (M, N) irréduc- 


tible, c'est-à-dire (lemme 11) un continu irréductible MN. C.Q. F. D. 
Entre deux points A et B d'un continu quelconque C il peut exister 
J. 5 


"di -- 
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plusieurs continus irréductibles AB; dans ce cas je les distingue entre 
eux par des indices : (AB),, (AB),, etc. Les formules où figure le sym- 
bole AB sans indice s'appliquent à tous les AB possibles sur le continu 
donné. Autrement elles ne s'appliquent qu'à l’arc irréductible déter- 


miné par l'indice. 


THÉORÈME П. — Un continu irréductible n'est, composé que de points 
frontières (*). 

En effet, il est toujours possible d'enlever une partie d'un continu 
ayant un point intérieur et contenant les points À et В, sans qu'il cesse 
d'être continu et contenir А et B. Il suffit de circonscrire autour du 
point intérieur une sphére ne contenant que les points du continu 
donné et d'enlever tous les points intérieurs à cette sphére. 

L'ensemble de points qui restent est fermé, car aucun de ses points 
limites пе peut se trouver à l'intérieur de la sphère enlevée ; il est de plus 
bien enchaîné : soit, en effet, M, T,,..., Tms N une chaine quel- 
conque et soit T, le premier point intérieur à la sphère enlevée et T, 
le dernier. Soit Т” et T" les points d'intersection des segments T, T, 


et T/T,,, ауес Ја surface de la sphère. Sur cette surface on peut évi- 


demment trouver une chaine Т”, T^, ..., T;, T^; la chaine 


KT. те PS RE Та. К 
est la chaîne cherchée. 


ExgwPLEs. — 1. Soient А et B deux points d'une droite; le segment AB est le 


continu irréductible AB. 

2. Soient А ct B deux points d'un cercle, les deux arcs AB sont deux continus 
irréductibles( AB), et (AB). 

Ces exemples montrent, dans le cas où le continu donné est une courbe honnéte, 
qu'un continu irréductible AB correspond à un arc AB (au sens vulgaire) de cette 


courbe. 


(!) Toir Zonurri, Annales de l'Ecole Normale, V. XXVI, p. 487; je reproduis ici sa 
démonstration en la détaillant. | 


uic a 
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Or, continu irréductible entre A et B, c'est précisément le plus simple moyen, 
me paraît-il, de définir d'une facon purement géométrique un segment AB, un 
arc AB, de découper, pour ainsi dire, une ligne entre les points А et B. 


3. Sur le continu de la figure 5, c'est AMB qui est le continu irréductible AB. Cet 
exemple montre clairement le rôle essentiel de la notion de continu irréductible 
AB qui consiste dans la simplification apportée. 


Fig. 5. 


Cependant il ne faut pas s'imaginer qu'un continu irréductible entre deux points 
soit toujours une figure géométrique très simple. Au contraire, il peut être très 
compliqué, aussi compliqué qu'on veut, car un ensemble continu quelconque de 
l'espace euclidien à n —1 dimensions peut étre un sous-ensemble d'un continu 
irréductible entre deux points d'un espace à n dimensions (+). 


4. La ligne définie par les conditions analytiques suivantes : 
àz: SIM 12 our !>x>o 
Деби Р == 
et 


—1€$yti pour # == о; 


est un continu irréductible entre les points (5 о) et (0,0). 


5. La figure 6 représente un continu irréductible entre А et B. Il se compose : 
1° d'une infinité indénombrable de carrés concentriques qui découpent sur les diago- 
nales un ensemble de points parfait non dense, et qui sont réunis par des spirales, de 
facon que toute spirale admet l'un d'eux comme carré asymptotique; 2° d'une ligne 
s'approchant asymptotiquement à une ligne de la forme équivalente à la courbe 


уз == sis 5. 
T 
Cet exemple montre clairement qu'un continu irréductible AB peut avoir des points 


multiples, qu'il peut, si on le considère dans le plan, diviser le plan en plusieurs par- 
ties (2), qu'il peut contenir une infinité indénombrable de courbes fermées, etc. 


Voir pour la démonstration l'exemple 8, p. 38. 
M. Zoárd de Geócze a donné en 1908 un exemple d'un tel continu. 


SLUT 2 


(*) 
o) 
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П peut méme être une courbe fermée au sens de M. Schonflies, саг l'exemple que 


M. Brouwer a donné d'une telle courbe fermée (!), représente en méme temps un con- 


Fig. 6. 


tinu qui est irréductible entre les points P et P. 


6. La figure 7 ( qui n'est qu'une simplification de la figure citée plus haut de M. 
Brouwer), représente un continu irréductible entre А et B, pourvu que le point B soit 


2 
A 
у 
КА 


КОЛЛ LL LL] 4 44L AL LL L L44 


RSS 
PNS N 


Ly 


7, 
CL 


ДР LIL EL LOL УРА 
A 
LLLA 


WELL 


SSSSS 


> 


pris sur un segment, qui пе délimite pas une portion du plan couverte de hachures. 
Elle est construite de la façon suivante: soit sur la base А, А d’un carré une suite 
BOARD AD. Б AR ве А, „А = АЈА е А, А==? А, А. Notre figure se 
compose: 1° de la ligne brisée AA,, formée de trois autres côtés du carré; 2° da 
segment А, А,; 3° de la ligne brisée A, A, parallèle à A, A; 4° du segment À, À! ; 
5° de la ligne brisée A, А, parallèle à la ligne A, A; + A, A, + A, А; et ainsi de suite. 

Ce continu, comme on le voit, est entièrement composé de continus de condensa- 
tion. — 

D’après le théorème Il, un continu irréductible entre deux points de l'espace 
euclidien, n’a pas de points intérieurs. Cela suflit pour qu’on puisse en conclure que, 
dans le plan, un continu irréductible entre deux points représente une ligne (canto- 
dimensions, un continu irréductible entre 


= 


rienne). Mais dans l’espace а п (n23 


(!) Zur Analysis situs (Math. Ann., t. LXVIII), fig. 2. 


= 8 = 
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deux points peut contenir, comme le montre l'exemple 8, une portion quelconque 
d'un plan à (л — 1) dimensions. 


7. Soit dans le plan des zy une épicycloide II telle que le centre du cercle fixe soit 
à l'origine en О et que le rayon r, de ce cercle soit incommensurable avec le rayon ^, 
du cercle mobile. Une telle épicycloide représente un ensemble partout dense dans 
toute la partie du plan zy comprise entre les deux cercles de centre O et de rayon r, 
e! r, + 2 га respectivement. D'autre part, considérons la surface réglée : 


M ï 
xsin--+ у cos - = 0, 
5 3 


qui est analogue à une surface hélicoïdale, avec cette différence que ses feuilles vien- 
nent se condenser en nombre infini au voisinage du plan ry (!). 

Prenons un point (ze, yo) de l'épicycloide et un point А (20, уо, 50) de la surface. 
Faisons correspondre à chaque point (z, y) de l'épicycloide un point (x, y, z) de la 
surface de telle sorte, que, si le point (Zo, yo) se déplaçant d'une manière continue, 
arrive à coïncider avec le point (x, y), le point A vienne à coincider avec le point 
(x, у, 5), en décrivant également une ligne continue А. Pour une direction сопус- 
nable du mouvement du point de l'épicycloide, le z du point correspondant de la sur- 
face tendra vers zéro. Soit B un point (x,, y,, о) tel que 


rey +y? Srt 272. 


Le continu irréductible AB contient la portion du plan entre les deux cercles 
de centre О et de rayon ra et r, + 2 ra respectivement. 

En effet, chaque point M de cette portion du plan est un point limite des points de 
la ligne A, située sur la surface; car, quel que soit e, on peut trouver un point 
P de П tel que 


e (M, P) < È 
2 


7 


z=p(P,L эы 
e( Epon 


et que 


en désignant par L le point de А qui correspond au point P de I. On a alors 
e (M, L) <e, 


ce qui justifie notre assertion. 


(*) Le plan Z = tanga coupe la surface considérée suivant une série infinie de droites 


parallèles qui sont données par l'équation z = яка; AVEC N =1,2, 35515 


== а 
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8. Soit @ un continu quelconque sur le plan x, == о. 


Considérons une série de plans parallèles : 


Tn—1; AUT с ARE, Acc E: En 
Partageons ensuite chaque plan 
ï 
Xn = T. (K= Lou 3, ) 

k 

par le réseau de plans : 
а h РЕ т, 2,87 5. A =1 
ron ARS A RP APPARUES $ 

nous décomposerons ainsi chaque plan en petits cubes de (n— 1) dimensions; dans 


un méme plan, les arétes de ces cubes sont toutes égales entre elles et tendent vers 
А I em à A 
Zéro avec z» quand on passe d'un plan au suivant. 


Considérons l’ensemble © des sommets de ceux de ces cubes dont les projections 
sur le plan 2, = o, contiennent les points de €. 


Sur chaque plan 2, = x il n'y a qu'un nombre fini de tels sommets, donc on peut les 


réunir par des lignes polygonales, en commencant par n'importe lequel d'entre eux, 
soit Az, et cela de telle facon que l'ensemble de ces lignes forme une ligne polygonale 
qui : 1? ne se rencontre pas et ne soit pas fermée; 2° qui contienne tous les sommets 
en question, et 3° qui soit située entièrement dans les cubes en question et les cubes 
voisins (c'est-à-dire dans des cubes ayant comme sommet au moins un sommet de 
l'espéce indiquée). 

Soit B, le dernier sommet auquel on arrive en suivant la ligne polygonale еп ques- 
tion; Ах B, représente alors:évidemment un continu irréductible. Joignons Bx par un 


segment de droite avec le sommet le plus voisin situé sur le plan 2, = fu et appar- 


tenant à l'ensemble des sommets considérés ©; soit Аку, ce sommet. Faisons dans 


I . ï . . . 
le plan Фа = pyy’ се que nous avons fait dans le plan x, =) On arrive ainsi au 


dernier sommet Ва et ainsi de suite. Soit C un point дее. Je dis que la ligne poly- 
gonale € = А, В, A: B:..., plus le continu €, est un continu irréductible A, C. Nous 
allons montrer, en effet, que € -- € est continu, contient А, et C et est irréductible par 
rapport à ces deux propriétés. 

Je dis que 


P+e=®, 


c'est-à-dire 


е=фФ—Ф=%Ф_— P. 


Ht. Mes 
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En effet, ® — Ф est situé entièrement dans le plan x, == o, car les points de Ф pour 
lesquels £421 forment un ensemble fermé, quel que soit #, et tous les points de € ont 


la coordonnée x, > o. Dans le plan x, = o il n'y a pas de points appartenant à Ф. Il 
suffit donc de montrer qu'un point M du plan „== o appartient à €" ou ne lui appar- 
tient pas, suivant que M est ou n'est pas un point de €. Dans le premier cas, c'est- 
à-dire si M est un point de ©, on peut faire correspondre à tout nombre e un entier kh 


tel que 
1 € Vn — 1 € 
E рр: LS 
(Vn —1 c'est la longueur de la diagonale d'un cube à n — 1 dimensions). 


Dans le plan x, — 5 considérons un cube de notre réseau, iel que le point M appar- 


tienne à la projection de ce cube sur le plan x, = o. Soit P un des sommets de ce cube 
qui a ses arétes égales à A On a alors évidemment, (M, P) < є et M appartient, par 
conséquent, à €". 

Dans le second cas, c'est-à-dire si M n'est pas un point de €, on a 

e(M, 2) » o. 
Soit А un entier tel que 
de PRU YR 

et soit a une quantité fixe telle que 


Pies 11.7. o ne 


2 


X| = 


On а alors 
p(£,M)>ao, 
et par suite Ф' ne contient pas M. 
с. $. Е. D. 


L'ensemble € + © = @ est bien enchaîné, car € est bien enchaîné. 

Ф + € est donc un f (A,, C) continu. ! 

Il est irréductible. En effet, on ne peut enlever aucun point de ® sans que A, et C 
cessent d'étre bien enchainés entre eux ou sans que l'ensemble en question cesse d'étre 
fermé. Or, en laissant à ® tous ces points, on ne peut enlever aucun point de € sans 
que € +€ cesse d’être fermé, en vertu de la relation ? DE. 

Si 2 est une portion du plan à (n — 1) dimensions z,— 0, par exemple, une 
sphère, le continu A,C contiendra cette sphère. Dès lors, il semblerait que la proposi- 


— 71 — 
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поп que nous avons énoncée à la page 35, est vraie non seulement pour un continu, 
mais pour un ensemble quelconque de l'espace à (n —1) dimensions, car cet ensemble 
peut être un sous-ensemble d'une sphère à (n — 1) dimensions, et, par suite, du continu 
irréductible А,С. 

Mais ce n'est pas dans ce sens banal, que nous avons énoncé cette proposition. 
Son sens véritable se trouve précisé par la construction méme de l'exemple 8, et c'est 
dans ce cas seulement qu'elle présente un intérêt véritable; cette proposition peut 
s'énoncer de la façon suivante : Tout continu situé sur un plan de n —1 dimensions 
peut étre un continu de condensation saruré d’un continu irréductible AB dans 
l’espace à n dimensions. 


THÉORÈME ПІ. — Soit M un point quelconque d'un continu irréduc- 


tible AB. Је dis que 
AM + ВМ = АВ, 


quels que soient les continus irréductibles AM et BM situés sur AB (qui 
existent d'aprés le théoréme I). 


On a d'abord [IV, (1), Chap. I] 
AM + BM C AB. 


D'autre part, AM + BM est un continu et, comme il contient A et D, 
il résulte de la définition d'un continu irréductible que nécessai- 


rement 
AM + BM = AB. 


С. 0. Е. р. 


REMARQUE. — Il est évident que ce théorème s'applique aussi à tout 


& (A, M) et & (B, M) situé sur AB. 


THÉORÈME IV. — Étant donnés deux continus irréductibles AB et BC, 


2 E] . . . , 
n ayant qu'un seul point commun B, leur somme est un continu irré- 


ductible AC. 


C'est-à-dire que si 
(a) AB x BC = B, 


оп а 
АВ + ВС = АС. 


— T9 = 
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En elTet, AB + BC est un continu (XIV, Ch. D, donc un fi (А, С). 
Supposons qu'il ne soit pas irréductible, c'est-à-dire qu'il existe 
un А (A, C) continu ©, qui soit un vrai (') sous-ensemble de AB + ВС. 
© doit nécessairement contenir D, car autrement on pourrait le 
décomposer en deux ensembles fermés, € >< AB et € >x BC, n'ayant, 
d'aprés (a), aucun point commun, ce qui est évidemment absurde. 

Soit M un point de AB + BC, non contenu dans ©. Comme M est 
différent de B, il est contenu soit dans AB seulement, soit dans BC 
seulement. 

Supposons que AB D M. Par conséquent, © ne contient pas AB. 

L'ensemble AB > © ne peut pas être un & (A, B), car c'est un vrai 
sous-ensemble de AB; par conséquent, il peut étre décomposé en 
deux ensembles fermés sans points communs d€, et X„, dont l'un con- 
tient А et l'autre B. L'ensemble C sera décomposé ainsi en trois 
ensembles X,, X, et © — АВ, et l'on déduit facilement de la proposi- 


tion XVI (Ch. I) que les ensembles (© АВ) et 9€, ont un point 
commun P. 

Ce point P est différent de B, car X, ne contient pas B. Ог X, 
est contenu dans AB, tandis que € — AB, donc aussi (1X, Ch. I) 


(© = AB) est contenu dans BC, d'ou il s'ensuit que AB et BC auraient 
en commun le point P, contrairement à l'hypothèse. 
Le théoreme est donc démontré. 


THÉORÈME V. — Si sur un continu quelconque ©, entre les points А 
ct B, existe seulement ux continu irréductible AB, et si C est un point de 
AB, tout (AC), situé sur € et contenant B est identique à AB. 


En effet, il existe (Th. I), sur (AC),, un continu irréductible entre 
A et B qui, (AC), étant un sous-ensemble de C, ne peut étre autre 
que AB. 


(!) C'est-à-dire non identique à AB + BC. 
à 6 
RAS a 
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On a donc 
AB < (AC), 


et comme AB contient А et C, il s'ensuit que 


AB = (AC). 
Que B D 


Remarques. — 1? L'hypothése qu'il n'y a qu'un AB sur € est essentielle, comme 
le montre l'exemple où © est un cercle. 


2° L'identité AB = AC n'entraine nullement B = C. En effet, un continu irréduc- 
tible entre А et B peut être irréductible aussi entre A et C. 


ы , ° , . I ` 

Comme exemple, considérons le continu formé par la courbe y = sin ; ou 

o < x < t et le segment de l'axe des y entre y = — 1 et y = + 1. Il est irréductible 
Ege n 

entre le point À (i о) ettout point ди segment де l’axé des y appartenant ап con- 


tinu en question. En particulier, soient 


В==(о,— 1) 
et 
C=(0, +»); 
on a alors 
АВ = AC 
et cependant В < C. 
Il peut méme se faire qu'un continu soit irréductible entre. deux quelconques des 
trois points À, B, C donnés. 
La figure 7 offre un exemple d'un tel continu, à condition de prendre le point C 
sur un segment vertical dont l'abscisse est incommensurable avec celles des points А 


et B et leurs combinaisons linéaires à coefficients rationnels. 


3° En vertu du résultat de ce théoréme on ne peut pas conclure qu'il n'existe sur 2 
qu'un seul AC; pour qu'il en soit ainsi, il faut faire au sujet de 2 une hypothèse 
complémentaire, à savoir que € ne contient aucun point M tel que BM = CM = BC. 

On a, en effet, 

(АС), + (BC), > AB = (AC), 
où (BC), CAB. 

Donc 

(AC), > (AC), — (BC), 


et, par conséquent, 


(АС), D [(АС), — (BC) ]'; 


i NÉ uen 
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D'autre part, d’après notre hypothèse et le théorème УШ du paragraphe suivant, on a 
КАС), — (ВС), |= (АС),  doà (АС), =(AC). 

Mais si la condition spécifiée plus haut n'est pas vérifiée, il peut y avoir un (АС), 


différent de (AC),. Comme exemple, considérons un continu © composé d’un AM, 


d'un ВС = MB == MC et d'un (MC),, liés entre eux par les relations 
АМ x BC = M, 
AM x (MC), =M, 
(MC), x BC = M + C. 


(Il n'est possible de réaliser une telle figure que dans l'espace de plus de deux 
dimensions.) On a ainsi sur © un seul. continu irréductible entre А et B et deux 
continus irréductibles entre А et C. En effet, 


AB = AM + BC (Th. IV, Ch. П); 
(АС), == АМ + BC == AB; _ 
(AC), = AM + (МС), É (AC),. 

L'existence des continus irréductibles AB = АС == BC nous conduit tout naturelle- 
ment à nous demander s'il existe un continu irréductible AB, tel que, quel que soit 
le point P, on ait AP — AB. Le théorème VI va nous montrer que ceci est impossible. 

(Pourtant il existe des continus irréductibles AB, tels qu'à tout point P, on peut 
faire correspondre un point Q tel que PQ = AB. En effet, ceci est vrai pour tout con- 


tinu AB = AC = BC, comme nous le verrons au cours de la démonstration du théo- 


rème IX.) 


Tuéorème VI. — On peut trouver sur chaque continu irréductible AB 
un point C tel que | 
AC 5 АВ. 

Il suffit de circonserire une sphère З(А, r) ("), our < pọ (A, В), et de 
prendre pour С un des points du continu € —€[A, АВ >X (А, 7], 
dont l'existence a été démontrée (Th. IV, Ch. I). 

Soit (AC), un continu irréductible entre A et C sur € ; on a 


(АС), се CAB 


(!) Nous désignons раг ce symbole l'ensemble des points situés à l'intérieur et sur la 
surface d'une sphère de centre A et de rayon r. 


— 75 — 
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et comme ©, donc aussi (AC),, ne contient pas B, on a 


(АС), == AB. 


Cette non-identité étant vraie pour le continu irréductible (AC),, 
` est vraie pour tous les continus irréductibles (s'il y en a plusieurs) 
situés sur АВ entre les points A et С. 
En effet, le continu AB ne peut pas être irréductible entre les 
points A et C, car il existe un 4 (A, C) sous-ensemble de АВ, notam- 
ment (АС),. 
Par conséquent, 


AC zz AB. 
COD P : 
П. 
Тнќокёме VII. — Étant donné un continu irréductible à la fois entre 


les points А et B et entre A et C (AB = AC, В С), on a, pour tout 
point M d'un continu irréductible BC quelconque situé sur AB, une des 
deux relations suivantes : 

(1) АМ = AB, 

(2) BM = CM = BC. 


Distinguons deux cas : 

1° AM contient В. 

Comme AM est un sous-ensemble de AB, on doit, dans ce cas, avoir 
l'identité AM — AB, qui montre en méme temps qu'il n'y a sur AB 
qu'un seul continu irréductible entre А et M. 

2" AM ne contient pas В. 

Dans ce cas AM ne peut pas contenir C, car s'il le contenait, il con- 
tiendrait AC, c'est-à-dire AB, donc B. 

Prenons sur BC deux continus irréductibles quelconques, l'un 
entre M et В, l'autre entre M et C. Nous avons les relations (Th. III) 


АМ + BM = AB, 
AM + CM = AC = AB, 


Au Зи 
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qui montrent que BM et CM contiennent tous les deux les points B 
et C. Mais, comme ils sont des sous-ensembles de BC, on a évi- 


deniment 
BC == BM = CM. 


LEMME. = Soit © un continu, 3 un sous-ensemble fermé de ©, А un 


point de € — f et À l'ensemble de tous les points de € — $, bien enchai- 
nés avec А; l'ensemble dérivé de №, qui est continu, a des points com- 


muns avec $. 


En effet, dans le cas contraire, la distance de JL à f ne serait pas 
nulle. Soit alors F un point de f. Considérons sur О les chaines 
A, T,, T,, ..., Tino F par rapport à un nombre e, , faisant partie d'une 


suite infinie décroissante £,, €,, ..., €, ..., telle que 


m? * 


u < 2(%, 8) 
et 


lim e, = o. 


т = © 


Soit T,, le premier point де la chaine par rapport à e, appartenant à 
l'ensemble (© — f) — 4 et Т, le premier point de la méme chaine 
contenu dans 2. 

T, et T;, existent toujours, et Гоп a évidemment /,, < in. Considé- 
rons l'ensemble M(J A+ T, +... + 1;,, |) (la somme M étendue 
à m= 1, 2, ...). Cet ensemble est contenu dans 2 — Í et est bien 
enchaîné, il devrait donc faire partie de À ; mais, d'autre part, il con- 
tient les points Т, qui ne sont pas contenus dans L. 

Nous arrivons ainsi à une contradiction. Par conséquent, 


A^ X G zÆ о. 


ТнковЁмк УШ. — Sur un continu irréductible а la fois entre А et B 
et entre À et C (AB = AC, В =C), tout continu BC qui, pour aucun de 
ses points M, ne vérifie la relation BM = CM = BC, est un continu de 


condensation de AB. 
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En effet, l'ensemble AB — BC contient A, car BC n'est pas, par 
hypothèse, identique à AB = AC. 

Soit Æ l'ensemble de tous les points de AB — BC, qui sont bien 
enchainés avec A. 

Il existe, d’après le lemme précédent, un point M commun à љ et 
à BC. D'aprés le théoréme VII, on voit, en tenant compte de notre 
hypothése sur BC, qu'il n'existe sur AB qu'un continu irréductible 
entre À et M qui est identique à AB. Comme A et M font partie de 
l'ensemble 4’ qui est continu, А contient AM. Par conséquent 


(AB — BC) > A'D AM = AB > BC, 
ce qui montre que BC est un continu de condensation de AB. 


Тнковёме IX. — Tous les points d'un continu irréductible à la fois 


entre deux quelconques de trois points A, B, C donnés (AB = AC = BC) 


sont de deuxiéme espéce. 


Soit P un point quelconque de ce continu. 
Deux cas sont à distinguer : 
1° АР = ВР = СР == АВ; 
2? Un des trois continus irréductibles AP, ВР, CP n'est pas iden- 
tique à AB. 
Supposons, par exemple, que 
CP = AB. 
Dans се cas, CP ne peut contenir ni A ni B. 
Ceci posé, l'identité 
CP + AP= АС == AB 
montre que B est un point de AP, et l'identité 
CP + BP = BC = AB, 
que А est un point de BP. Par conséquent 
(a) : ; AP = BP = AB. 


— 78 — 


SUR LES CONTINUS IRRÉDUCTIBLES ENTRE DEUX POINTS. 47 


Dans les deux cas, nous voyons que tout point P joue le même rôle 
que les points A, B, C. Il suffit done de montrer que ceux-ci sont de 
deuxiénie espèce. 

Considérons un continu irréductible (СР), = AB (un tel CP existe, 
d'aprés le théoréme VI). Dans ce cas, d'aprés (a), ona 


АР == AB == AC. 


En raisonnant comme dans le théorème précédent et en employant 
les mèmes notations (en remplaçant seulement B par P), on obtient 
un point M commun à А et à (PC),. Comme (CM), situé sur (CP), 
n'est pas identique à АВ, on peut appliquer la formule (a) à M. On a 
donc AM = AB (sans faire l'hypothése, comme dans le théorème pré- 
cédent, que CM n'est pas identique à СР = MP). 

D'où, comme dans le théorème VIII, il résulte que PC est un con- 
tinu de condensation de AB, et C un point de deuxième espèce. 

| C. Q. F. D. | 

De ces deux derniers théorémes, nous pouvons conclure que, 

si AB == AC(BzéC), tous les points de AB situés sur BC sont de 


deuxieme espèce. 


ТНЕОВЕМЕ X. — Si М est un point de premiere espèce d'un continu 
irréductible AB, les continus irréductibles AM et BM n'ont en commun 


que le point M, c'est-à-dire 
AM x ВМ == M. 


En effet, si la partie commune de AM et BM contenait encore le 
point N différent de M, on aurait, d’après le théorème Г, 
(a) AM>(AN), = et ВМ (BN).. 
Or, comme (Th. III) 
(AN), + (BN), = AB ОМ, 
le point M est contenu nécessairement dans l'un au moins de deux 


ensembles ( AN), et (BN),. Supposons que (AN), DM. En vertu de (а), 


&AT 
eu ZI. 
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nous aurons alors AM = (AN),. Or, d’après le résultat des théo- 
rèmes VIII et IX, cette égalité montre que M est un point de deuxième 


espéce, contrairement à l'hypothése. 


Тнеокёме XI. — Si un continu irréductible AB peut etre décomposé 
en deux continus ©, et C, ayant en commun un seul point M : 1° cette 
décomposition n'est possible que d'une seule manière; 2° les continus ©, 
et ©, sont irréductibles respectivement entre А et M et entre B et M (*). 


Par hypothèse, 
6,4 G4 zc АВ et Z >C. =M. 
©, et C,, comme sous-ensembles continus de AB, ne peuvent conte- 


nir А et B à la fois. 


Posons donc 
е, >A et е, > B. 


Soit, d'autre part; AM un continu irréductible quelconque situé 
sur AB. En vertu du théoréme III, 
AM + 6,2 AB = ©, + Q5. 


Il est évident que 
AM X Cr DM = е, X Co. 


Par conséquent ( VIII, Ch. I), 


AM ОС ЗА +M, 
c'est-à-dire 
AM ==©,. 


Tout pareillement, on démontrerait que 


BM === ез. 


Ces égalités montrent d'abord qu'il n'existe sur AB qu'un continu 


(+) Les deux parties de ce théorème ont été démontrées par M. Zoretti (Annales de 
l'École Normale, t. XXVI, р. 489 et 491). 


— (ју === 
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irréductible entre A et M et entre D et M, et ensuite que la décomposi- 
tion de AB en deux continus n'ayant en commun que le point M, ne 


peut se faire que d'une seule maniere. 


CoroLLaire. — M étant un point de première espèce de AB, il existe 
sur AB un seul continu irréductible AM et un seul continu irréduc- 


tible BM (*). 


THÉORÈME XII. — Entre deux points M et N de première espèce (°) 
d'un continu irréductible AB, il n'existe sur AB qu'un seul continu irré- 


ductible MN. 


En effet, il n'existe sur AB qu'un seul AM et un seul BM n'ayant en 
commun que le point M. Supposons que le point N est situé sur AM 
(il n'est donc pas situé sur BM). Pour la méme raison, il n'existe 
sur AM qu'un seul continu irréductible (MN),, mais ceci ne prouve pas 
encore qu'il n'existe pas sur AB un autre continu irréductible (MN),. 
Nous allons montrer que (MN), =(MN),. Remarquons d'abord qu'il 
n'existe qu'un seul AN. L'ensemble AN + (MN), contient un continu 
irréductible entre А et M qui, étant contenu dans AB, est identique 


à AM. On a donc . 
AN + (MN), D AM = AN + (NM, 
AN x (MN), DN =AN x (MN, 
d'ou, en vertu de VIII (Ch. 1), 


(MN), 5 (MN), 


et, par suite de l'irréductibilité de (MN),, on a 


(MN), == (MN),. 
C. Q. F. D. 


(!) En général il peut exister sur AB plusieurs continus irréductibles entre А et un point 
M de AB. (Sur la figure 6, il y a deux AM et une infinité indénombrable de AN.) 
(1) Cette condition n'est pas nécessaire; la démonstration qui suit suppose seulement 
que les points M e* N vérifient tous les deux la condition du théorème XI. 
J. - 
MOR УВ 
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THÉORÈME XIII. — Un continu irréductible entre А et B ne peut étre 
décomposé en deux ensembles fermés ayant en commun le seul point А 
(ou B), à moins qu'un d'eux пе se réduise à ce point. 


En effet, supposons le contraire, et soient € et 4 deux ensembles 
fermés répondant à la question, c'est-à-dire tels que 


€ + f == АВ et € x Í =À. 


Le point B appartient soit à £, soit à f ; supposons que ce soit € qui 
le contienne. Désignons par 15 l'ensemble des points de AB — $, bien 
enchainés avec B. | 

D'aprés le lemme de ce paragraphe, il existe un point commun à W’ 
et à f. Ce point commun ne peut étre, d'aprés notre hypothése, vu que 
W C (AB — $) С 2, autre que le point A. Or, № étant bien enchaîné, 
l'ensemble West continu ; c'est donc un € (А 4- B, AB), c'est-à-dire AB. 
Comme $ est contenu dans AB et n'a avec W’, c'est-à-dire avec AB, que 


le point B en commun, on a 
Í =A. 


C. Q. F. D. 


Тнёокёме XIV. — Si l’ensemble © est équivalent au sens de l’ Ana- 
lysis situs à un continu irréductible AB, il est lui-méme un continu irré- 
ductible entre les points A' et B' correspondant respectivement à А et B, 
dans la transformation de € en AB. 


En effet, l'existence d'un vrai sous-ensemble de € qui serait un 
f (A', B') entrainerait l'existence sur AB d'un vrai sous-ensemble 


fi (4, B), ce qui est absurde. 


===> MU: == 


SUR LES CONTINUS IRRÉDUCTIBLES ENTRE DEUX POINTS. 51 


CHAPITRE Ш. 


ARC SIMPLE. 


I. 


Nous appellerons arc simpze AB un continu irréductible (*) AB qui, 
relativement à tout point M donné sur lut, peut étre décomposé en deux 


continus n'ayant en commun que ce point M (°). 


En d’autres termes, le continu irréductible AB est un are simple si 
pour tout point М C АВ, on peut trouver deux continus с, et e, 
satisfaisant aux relations suivantes : 

(1) : е, + €,z АВ, 
(2) e, X C. = M. 


D'après le théorème XI (Chap. II), les continus e, et c, sont les 
seuls continus irréductibles qui existent sur AB entre les points A 
et M et entre B et M respectivement. 


Lemme I. — Si sur un arc simple AB le point Q est situé sur AP, le 


point P n'est pas situé sur AQ. 


Si P était situé sur AQ, on aurait, en vertu du théorème V (Chap. II), 


AP = AQ, ou encore 
AB — AP = AB — AQ, 


d'ou évidemment 
BP— Pas BO — О. 


Cette identité est impossible, car P est un point limite de l'en- 


(^) La condition d'irréductibilité n'est pas essentielle (cf. $ Ш, Th. VIII). 
(*) Notre arc simple correspond dans le cas du plan à einfacher Kurvenbogen de 
M. Schoenflies (Math. Ann., t. LXI, p. 305). 


é эй... 
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semble BP — P, et ne lui appartient pas, tandis qu'ii ne joue pas le 
méme róle pour l'ensemble BQ — Q. 

Remarquons que les identités AM + BM = AB et AM x BM =M 
montrent que tout point P autre que M d'un arc simple AB appartient 
à un des continus irréductibles AM et BM et à un seulement. 


THÉORÈME I. — On peut établir sur un arc simple AB un ordre de 
succession des points de la facon suivante : Р précède ou suit О, ce 
qu'on désignera symboliquement par P 4 О ou P> Q, suivant que 
AP € AQ ou AP D AQ. 

Il suffit de montrer qu'étant donnés sur un arc simple AB deux 
points P et Q, ou P est situé sur AQ ou Q sur AP. 

Le lemme I nous assure que ces deux propositions s'excluent 
mutuellement. Mais il est aussi impossible qu'elles soient fausses 
toutes les deux, car alors le point P serait situé sur BQ et Q sur BP, ce 


qui contredit aussi le lemme. 

Lemme II. — Un continu irréductible AQ, sous-ensemble d'un arc 
simple AB, est un arc simple. 

Soit P un point quelconque de AQ ; il existe, d’après la définition 
d'un arc simple, un AP et un BP uniques, tels que 


(a) AP x BP — P. 


D'autre part (Тетте I), BP contient Q, donc un (РО), ; се (РО), 
ne peut, d'après (а), avoir avec AP d'autres points communs que P; 
donc 
(b) AP x (РО =. 

En vertu de cette relation et du théorème IV (Chap. П), l'ensemble 
AP + (PQ), est un continu irréductible (AQ),. ( AQ), étant évidem- 


ment contenu dans AB, car AP et (PQ), le sont, est, en vertu du 
théoréme V (Chap. II), identique à AQ. 


— ` o 
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TuÉonkwk II. — Un continu irréductible entre deux points, sous- 
ensemble d'un arc simple, est un arc simple lui-même. 


Soit AB un arc simple, P et Q deux points quelconques de cet arc, 
et posons P ~ О. 

En appliquant le lemme II à AB et à AQ, puis à AQ et à PQ, on 
démontre le théoréme. 


THÉORÈME III. — Soient Р, Q, R, trois points d'un arc simple АВ; 
si PQ ne contient PR, ni PR ne contient PQ, ils n'ont qu'un seul 
point commun P ; c'est-à-dire le continu PQ + PR est toujours un arc 


simple. 


En effet, supposons О <Р; je dis que P 4R, car autrement, en 
appliquant le théorème I à l'arc simple AP, on trouverait soit que О 
est situé sur PR, soit que R est situé sur PQ, ce qui n'a pas lieu. 


Donc 
AP= AQ + QP > QP, 
(a) BP = BR + RP — RP, 


et de ces relations on conclut, en vertu de la relation fondamen- 
tale (2), que ОР x RP = P, et par conséquent (Th. IV, Chap. II) 
ОР + PR = QR. 


THÉORÈME IV. — Pour qu'un continu irréductible entre deux points 
soit un arc simple, il faut et il suffit qu'il ne contienne aucun continu 
de condensation. 


Cette condition est nécessaire. Soit, en effet, AB un arc simple, et 
supposons qu'il contienne un continu de condensation 3t "ient M 
et N deux points de X. Les points de AB étant simplement ordonnés 
(Th. D), on peut poser, par exemple, M < №, c'est-à-dire 


AN > AM. 


D'autre part, 
AN x BN == N. 


de QE uos 
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Par conséquent, 


(a) AM x BN =o, 


car AM ne contient pas N. 
Il existe sur X un continu irréductible MN ; d’après le théorème ХП 
( Chap.-II), c'est le seul qui existe sur AB. 
D'après la définition de X, 
(AB-- х)= AB; | 


mais comme X D MN, on a [ V, (3), Ch. I] 
AB — Xx C AB— MN С АВ. 


Ces relations entraînent (IX, Ch. I) 


(AB — x yc (AB = М№) < AB 
ou 
AB C (AB — MN) C AB, 
ce qui montre que 
(АВ — MN) = AB. 


Nous avons d'autre part 
(AB — MNy'z (AM + MN + NB MN) 
= [AM + NB — (AM + NB) x MN | = (AM + NB — M — М)у==АМ + NB, 
c'est-à-dire 
AB = AM + NB. 

Or, cette relation comparée à la relation (а) montre que AB n'est 
pas bien enchainé, ce qui est absurde. 

Par conséquent, il n'existe pas de continu de condensation sur un arc 
simple. 

Mais cette condition est aussi suffisante, car un continu irréductible 
dont tous les points sont de première espèce est, d’après les théo- 
rémes X et XI (Chap. П), un arc simple (*). 


(!) Jai publié une autre démonstration de la seconde partie de ce théoréme dans les 
Comptes rendus, t. CLI (18 juillet тото). . 


E чы: 
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II. 


Un ensemble est simplement ordonné (') ou a un type d'ordre simple : 
1° si entre deux éléments quelconques P et О de cet ensemble а lieu 
une des deux relations 

Р <0(%) ou  Q {Р 
et 2? si les relations 
P«Q,  Q<R 


entrainent 
P <А. 


On appelle élément limite d'un ensemble d'éléments | P| d'un type 
d'ordre simple, un élément T tel que si la relation 


X «T «Y 


a lieu entre deux éléments quelconques de cet ensemble, il existe un ` 
élément P = T, tel que 
X <р AY (2). 

Nous dirons que l'ordre de succession des points d'un ensemble 
simplement ordonné est naturel, si chaque point limite, au sens géomé- 
trique de son sous-ensemble | P| quelconque, est en méme temps un 
élément limite de | P |, les points P étant considérés comme éléments 
du type d'ordre correspondant, et réciproquement. 


Tu£onEME V. = L'ordre de succession des points d'un аге simple АВ 


établi par la règle du théorème Ï, est un ordre naturel. 


1. Je dis qu'un point limite T au sens géométrique d'un ensemble jP] 
de points de AB, l'est aussi comme élément du type d'ordre de AB. 


(1) Ѕсноєхғтлкѕ-ВА1вЕ, Encyclopédie des Sc. math., t. 1, 1" édition française, р. 498. 
(*) Lisez : P précède Q. , 
(°) Voir G. Cantor, Acta math., t. ЇЇ. 


ERT = 
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En effet, soient X et Y deux points de AB, tels que 


X <T <Y, 
c'est-à-dire 
Хуса, 
Comme 


АВ = AX + XY + УВ et AX x ХУ ==Х, XY x YB z Y 


on a 
e [T, (AX + YB)] > o. 


Il existe donc dans (Р | un point P, zz T, tel que 
e (T, Po) < p [T, (АХ + ҮВ)]. 
Par conséquent 
XY AD Po, 
c'est-à-dire 


X.<P; < Y. 
Е gs 


2. Réciproquement, si la relation XY DT entraîne toujours 
Ху ОР, (P, # T), T est un point limite au sens géométrique 
pour |P}. 

En effet, 

AB = AT + TB. 


Considérons une sphère © (Т, €), où e désigne un nombre arbitraire. 
Il existe dans $(T,e) deux continus €, et €, contenant T et contenus 
l'un dans AT, l'autre dans TB. Soit X un point de €, et Y un point 
de €,. 


On a 
NEC uui АЕ Qu 


XT + TY = XY. 
Par hypothèse, il existe dans l'ensemble (Р! un point P, = T situé 
sur XY, c'est-à-dire 
XY 2 Po, 


w ЖЕ Ca 
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XY étant situé à l'intérieur de la sphère $ (Т, €), 


e(T, P,)« t. 
C. Q. F. D. 


Dans tout ce qui va suivre, nous ne parlerons que de l'ordre naturel. 
A P q 


THÉéORÈME VI. — Le type d'ordre d'un continu est fermé et partout 
dense et réciproquement ('), c'est-à-dire que chaque sous-ensemble 
contenant une infinité de points possède au moins un point limite et 
qu'entre deux points M et N quelconques, il existe un point P. 

En effet, d'après la définition d'un ordre naturel, à l'ensemble fermé 
correspond un type d'ordre fermé et réciproquement. 

Or, à un type d'ordre fermé non partout dense, correspond évidem- 
ment un ensemble qui peut être décomposé en deux ensembles fermés 
sans points communs, c'est-à-dire un ensemble qui n'est pas continu. 
Par conséquent, le type d'ordre d'un continu est partout dense. 

Réciproquement, à un type d'ordre fermé et partout dense correspond. 
toujours un ensemble continu. 

Car autrement cet ensemble fermé pourrait être décomposé en 
deux ensembles également fermés £ et f sans points communs. Soit 
P un point де £ et Q un point de f. Posons par exemple 


P <Q 


et soit 9 l'ensemble de tous les points de F entre P et О (Q compris). 
9 possède un élément premier R (*) qui est évidemment, un élément 
limite des points де € et par conséquent appartient à £; £ et f auraient 
donc un point commun R, contrairement à l'hypothèse. 


Тнёокёме VII. — Tous les continus qui peuvent étre simplement 
ordonnés ( d'une facon naturelle), sont équivalents entre eux au sens de 
l Analysis situs (°). 


(1) Voir ScnœnFLIEs-BAïre, loc. cit., p. 502-503. 
(2) Voir Note III. : 
(3) Voir la remarque à la fin du paragraphe IV. 
J. 8 
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Deux ensembles ayant le même type d’ordre sont évidemment équi- 
valents au sens de l’Ænalysis situs. 

Il nous reste à démontrer que tous les types d'ordre simple corres- 
pondant à un ensemble continu de points, sont identiques entre eux. 
Pour cela, il suffit de démontrer qu'on peut trouver sur chaque 
continu € ordonné simplement, un ensemble dénombrable de points 
partout dense dans le type d'ordre de € ('). Soit Ale premier et B le 
dernier point de €. 

Or, comme C est continu, on peut trouver sur lui une chaine А, 
T”, ..., TZ, B par rapport à tout nombre є„ faisant partie d'une suite 
infinie arbitraire є,, £,, ..., Em, ..., ou lim e, = o. Je dis que l'ensemble 


m = o 
LI (Рија иза Ту 
ЗЕ, И I 
est l’ensemble cherché. 
En effet, il est dénombrable; il est aussi partout dense sur €, car s'il 


y avait deux points P et Q (P <Q) de AB entre lesquels il n'y aurait 
aucun T7", on aurait la relation 


(a) о, +6, 2 | T7", 


en désignant par ©, et par 2, l’ensemble des points situés entre А et Р 
etentre Q et B respectivement. 

Or (a) montre que А et B sont bien enchaînés sur Є, + ©,, ce qui est 
faux; car les ensembles fermés ©, et ©, (A <Р <Q <В) n'ont pas de 
points communs et par conséquent, p(©,, ©,) > o. 

L'existence de |T "| démontre que tout continu ordonné simplement, 
donc tout arc simple AB, a le type d'ordre de tous les nombres réels 
entre o et 1 inclusivement (*), c'est-à-dire est équivalent à un segment 
de droite au sens de l’ Analysis situs. 

En зе rappelant qu'un arc simple est un invariant de l Analysis situs, 


on voit que tout continu ordonné simplement est un arc simple. 


(*) Voir ScnœnrLies-BaiRe, loc. cit., р. 503. 


NN ы 


SUR LES CONTINUS IRRÉDUCTIBLES ENTRE DEUX POINTS. 59 


Nous pouvons maintenant compléter le théorème IT de la facon sui- 
vante : 


Tout continu situé sur un arc simple est un arc simple lui-méme. 


Remarque. — Un arc simple est, comme nous le voyons, le continu 
le plus simple au point de vue de l Analysis situs. Mais au point de vue 
de l'Analyse un arc simple peut être très capricieux; il peut, par 
exemple, n'avoir pas de tangente en aucun de ses points ; car toute fonc- 
tion uniforme et continue dans l'intervalle (a, b) représente évidemment 
un arc simple, irréductible entre les points d'abscisse x = а, x =b. 


ПТ. 


Une ligne simple fermée Г est un continu qui peut être décomposé en 
deux continus ©, et ©, n'ayant en commun que deux points Met N 
arbitrairement donnés sur Г. €, et 2, satisfont donc aux relations : 


(1) e, + e, = Е, 
(з) €,x 0,2 М +N. 
Тнёолёме VIII. — Les continus 2, et ©, définis par les relations (1) 


et (2) sont des continus irréductibles MN. 


Soient en effet (MN), et (MN), deux continus irréductibles entre M 
et N contenus respectivement dans ©, et ©,. Supposons que ©,, par 
exemple, n'est pas identique à (MN),, et soit Run pointde C, —(MN),. 
Considérons encore un point P sur (MN), différent de M et de №, et soient 
X, et Ж, deux continus analogues à €, et C,, maisrelatives aux points Р 
et R, c’est-à-dire tels que 

X.+X,.=T, 
X» dI == Р +R. 
L'ensemble (MN), se décompose en deux ensembles fermés 
(MN), xX, et (MN), x Ж,, 


qui n'ont aucun point commun entre eux. 
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Ceci montre que l’un de ces deux ensembles est vide; posons par 
exemple X, ~ (MN), =o, c'est-à-dire X, D (MN),. D'autre part, 
(MN), == MP + NP. Le continu irréductible MP se décompose en deux 
ensembles fermés MP x X, et MP XX, ayant un seul point P commun. 

Il s'ensuit, en vertu du théorème XIII (Chap. П), que l'un d'eux se 
réduit à un seul point P. Се ne peut être que MP x X„, car MP XX, ОМ. 
Le méme raisonnement s'applique à NP. Par conséquent, l'ensemble 
[(MN), + (MN),] x X, se réduit à un seul point P. 

Il s'ensuit que 


PC XC (e, — (М№),) + (e; — (MN);) + P, 
d'ou [IX; X* (1), Chap. I] E 
Ha C. А, + Ra 
en posant pour abréger R; = €, — (MN),. X, se décompose donc en 
deux ensembles fermés X, ~ R, et X, x R, sans points communs, 
car X, ne contient ni M ni N qui sont les seuls points communs 
à R, et А. 

Aucun de ces deux ensembles n'est vide, car 3€, X R, contient R et 
ne contient pas P, ce qui entraîne à son tour que X, X &, contient P. 
Une telle décomposition étant absurde, X, étant, par hypothèse, un 
ensemble continu, notre supposition initiale, à savoir que C, n'est pas 
idenüque à (MN),, est impossible. On a donc bien 


e,z(MN, et е;=(М№),. 
THÉORÈME IX. — 1! n'existe див deux continus irréductibles (MN) 
entre deux points quelconques M et N d'une ligne simple fermée. 


Supposons, en effet, qu'en dehors de (MN), et (MN), qui satisfont 
aux relations (1) et (2) de la page 59, il existe entre M et N encore un 
continu irréductible (MN),. Il se décompose en deux ensembles 
fermés 

(MN), x (MN), et (MN), x (MN), 
qui, évidemment, ne peuvent étre des & (M, N). 


ions A e 
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Chacun d’eux peut donc être décomposé en deux ensembles fermés 
sans points communs, dont l’un contient M, l'autre N. Soient £,, #,, 
E,, fa, ces ensembles. Ils sont définis par les relations suivantes : 

(MN); X (MN); = E; + 3; 
& DM; 9.2 № (#=1,‚ 2). 
Ci Í == о 
On a aussi 
| xz k 
£x 9, (MN); x (MN), M + N je ) | 
ik=. Lya 
c'est-à-dire 
Cj x $r = о. 
car €; ne contient pas N et f, ne contient pas M. 


Mais | 
(а) (MN), = €, + $; + 6, + f= (Es + Са) + (3, + a). 

D'autre part [ УП, (2), Chap. I], 
(b) (Ert ©») >< (3.4 2) = (£4 Xx F.) + (©, X $4) + (Ea Xx $1) + (Ea X Ja) = o. 
Comme les ensembles £, + £, et f, + 3, sont fermés, les relations (а) 
et (b) montrent que (MN), n'est pas continu, contrairement à l'hypo- 
thése. | 


TuÉonkwE X. — Une ligne simple fermée Ï пе renferme aucun con- 
tinu de condensation. 


En effet, supposons le contraire et soit X un continu de condensa- 
tion dé Г. Prenons deux points quelconques M et N де Х etsoit (MN), 
un continu irréductible entre M et N situé sur X. 

D'après le thèorème précédent, il n'existe sur Г еп dehors de (MN), 
que le continu irréductible (MN), ; (MN), et (MN), satisfont aux con- 
ditions (1) et (2) dela page 59. 

Par conséquent (MN), D l'— (MN),, d'ou 

(MN), > [Fr — (MN),] 5 (T — Xx)'zr (MN), 


contrairement à la relation ( 2). 


-— Dm 
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Ce théorème nous montre que (MN), et (MN), sont des arcs simples. 

Réciproquement, si (AB), et (AB), sont deux arcs simples n'ayant 
en commun que les points А et B, l'ensemble (AB), + (АВ), est une 
ligne simple fermée. 

On voit, en effet, facilement que, quels que soient les points M et N, 
contenus dans (AB), + (АВ),, on peut décomposer (AB), + (АВ), 
en deux continus irréductibles (MN), et (MN), n'ayant en commun que 
les points M et N. . | 


Posons, par exemple, 
M -- N C (AB), 


et supposons que M «N. 
On a 
(АВ), == (AM), + (MN), + (NB),. 

La somme (NB), + (AB), 43- (AM), est un continu irréductible 
(MN),, comme on peut s'en assurer, en appliquant deux fois le théo- 
reme IV (Chap. II). Les continus irréductibles (MN), et (MN), répon- 
dent, comme on le voit sans peine, à la question. 

Nous pouvons ainsi affirmer que toutes les lignes simples fermées sont 
équivalentes entre elles au sens (plus large) de l' Analysis situs. 

Ceci montre encore que le type d'ordre d'une ligne simple fermée 
peut étre considérée comme composé de deux types d'ordre simples 
(fermés et denses en soi), de facon quele premier élément de l'un soit 
le dernier élément de l'autre. Un tel type d'ordre est dit cyclique. 

En vertu de ce qui précéde et des résultats du paragraphe II, nous 
pouvons donc affirmer que ‘toute ligne simple fermée ordonnée 
naturellement est du type d'ordre cyclique, c'est-à-dire est équivalente 
au sens de l Analysis situs à une circonférence ; et réciproquement, tout 
continu ordonné naturellement, du type d'ordre cyclique, est une ligne 


simple fermée (*). 


(*) Il en résulte, en vertu du théorème de M. Jordan et de sa réciproque, que notre ligne 
simple fermée est identique dans le cas du plan à celle de M. Schonflies (Math. Ann., 
t. LVIII, p. 216). 
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REMARQUE. — L'équivalence de deux ensembles, au point de vue de 
l’ Analysis situs, peut être comprise dans les sens différents. Elle peut 
signifier (au sens је plus large) qu'il est possible d'établir une corres- 
pondance biunivoque et continue entre les deux ensembles considérés 
et (au sens le plus restrictif) qu'il existe une correspondance trans- 
formant l'espace en lui-méme de telle facon que l'un de deux ensem- 
bles donnés se transforme en l'autre. 

C'est seulement quand on adopte le premier sens, queles théorémes 
des paragraphes П et Ш sont vrais. 

En effet, dans l'espace à trois dimensions, une ligne simple fermée 
peut avoir des nœuds et, dans ce cas, elle n'est pas équivalente, si l'on 
adopte le deuxième sens de ce mot, à une ligne simple fermée sans 


noeuds. 


CHAPITRE IV. 


POINTS SINGULIERS. 


E 


Un point A d'un continu est un POINT RÉGULIER D'ORDRE À, si l'on peut 
trouver sur © un nombre vixi k de continus irréductibles AP,, AP,, ..., 
AP, possédant les propriétés suivantes : 1° deux à deux, ils n'ont en 
commun que le point А; 2° ils contiennent tous les points de € situés 
dans le voisinage de A ; 3° chacun d'eux peut étre remplacé par tout 
continu irréductible AQ situé sur lui, sans que les conditions Y? et 2° 
cessent d'étre remplies. 

En d’autres termes, 


(1) AP; >< AP;= А (А =é 1), 
(2) [© — (АР, + АР, +...+ AP;)] x А = o, 


Е: БРИ 
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et tout AQ; contenu dans AP, vérifie la relation 
(3) (AP;— AQ; x A = (!). 


Si les AP, sont des arcs simples [la condition (3) est alors remplie 
d'elle-même |, le point А est dit point simece d'ordre k. Un point simple 
d'ordre 1 est dit point d'arrét et d'ordre 2 point ordinaire (°). 


THÉORÈME I. — Ze nombre k est un nombre bien défini pour chaque 
point régulier. 


Pour démontrer ce théorème, nous établirons d’abord deux lemmes. 
? 


Lemme I. — Si un continu € ne peut pas étre décomposé en deux 
continus ayant un seul point commun, il ne peut non plus étre décom- 
posé en deux ensembles fermés qui n'auraient qu'un point commun. 


En effet, si une telle décomposition était possible, l'un des ensem- 
р р › 
bles composants $,, par exemple, ne serait pas continu. Soit F un 
P „р ple, р 
point de 4, qui n'est pas bien enchainé avec le point C qui est le seul 
point commun де Ӯ, et de 3,. Le continu irréductible CF situé sur € 
pourrait être décomposé en deux ensembles fermés CF x 3,, CF x $, 
n'ayant en commun que le point C. Or nous savons qu'une telle 


décomposition est impossible ('Th. XIII, Chap. II). 


Lemme П. — Soit le continu € la somme de k continus €,, €,,..., €, 
n'ayant deux à deux en commun que le point C; st aucun ©, пе 


peut etre décomposé en deux continus За, ©}, qui n'auraient en 
(1) Le rôle véritable de cette formule est expliqué par l'expression de la condition (3) en 
langage ordinaire : ces deux expressions de la condition (3) sont, en effet, équivalentes, 
comme cela résulte de deux relations : 
[9 — (АР, +... + AP;...2- AP4)'] 3-(AP;— AQ;)' [2 —(АР,+...–-АО, +... –АР;) ]', 
(АР, АО, < [2 — (AP, +...+AQ;+...+AP;)J]', 


que l'on vérifie par le calcul. 


(2) Le point А de la figure 6 nous donne un exemple d'un point régulier (non simple) 
d'ordre 1. 


уе = 
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commun que le point C, il n'existe aucun autre système de continus 
E Eg, ..., ©, satisfaisant aux mémes conditions que les €;. 


Supposons, en effet, le contraire. Nous aurons 
(a) €, + Est... + &=C 75 €,. 


Il existe done au moins un 2, tel que ©, х 2, пе se réduit pas à un 
seul point C; £, se décompose en deux ensembles fermés, €, X £, 
et (€, + €, +... + €,) X €; ayant un seul point commun C, ce qui 
n'est pas possible, en vertu du lemme I, à moins que l'un des ensem- 
bles composants ne se réduise à un point C. 

Or, d’après le choix de £,, ce ne peut être que l'ensemble 
(€, +C, 4- ... 23- €) x €. 

On en conclut que 

„Се 
Le méme raisonnement appliqué à 2, et €,-- €,--.. .-- €, 


montre que 
с, У е, ; 
оп а допс 


En raisonnant de la méme façon, on trouvera 


C= С,, sait C= Ch 


(les nombres г, étant choisis parmi 1, 2, ..., L). 
On a donc 
C= €,-- ©ез+..: + € 425 C, + E; +... + С, 


D'autre part 
e = €, + 6, +... + 6; 
et 
€,» == С E SN IR Гев а. х 0 


On en déduit 
k = l. 


Revenons à la démonstration de notre proposition. 


E 9 
T wem 
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La relation (3) montre qu'il est impossible de trouver sur AP; deux 
continus irréductibles АМ, et AN; qui n'auraient que le point A 


en commun. 
En effet, cette relation, appliquée successivement à AM, et AN;, 
montre qu'on peut trouver un nombre r assez petit, pour queles points 
de AP, situés dans S(A,r) appartiennent tous à AM, et, de méme, 
à AN,, c'est-à-dire tel que 
AM; x АМУ AP;x (А, r) ÉA, 


car l'identité Æ >x $ (À, r) = A signifie que A est isolé sur %, ce qui n'a 
pas lieu pour АР,. 

Il s'agit à présent de démontrer qu'étant donnés deux systémes de 
continus irréductibles AP,, ..., AP, et AQ,, AQ,, ..., А), satisfai- 
sant tous les deux aux conditions (1), (2) et (3), on a nécessaire- 
ment k, = k,- 

En vertu de la relation (2), 


p— o [A, € — (AP, + AP, +... + AP4)] > o, 


2 = р[А, € —(AQ + AQ:+...+ AQ4)] > о. 


Si r est donc un nombre plus petit que р’ et р”, on aura évidem- 


ment 
AP, + AP, +...+ AP, > СДА, © ~ S (A, r)]= Co, 
AQ:+AQ:+...+ A0, D Co. 
D'ou 
STE (AP, +... + AP;,) X (AQ, + ...-+ AQ, ). 
Posons 


On a évidemment 


ex е == | (=1; з); 


EPHE... + €] 2x06, МЕ ве 1 3 а b E REA) 
Nous avons vu tout à l'heure qu'il est impossible de trouver, sur AP, 


СИ es 
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ou sur AQ;, deux continus irréductibles АМ,, AN, n'avant en commun 
que le point A. 

Il est, a fortiori, impossible de décomposer un €" en deux continus 
ayant un seul point À commun. 

Le lemme II peut donc s'appliquer et montre que les deux systèmes 
de continus ©? et C? sont identiques. 


emer, , € =C, 
Par conséquent, 
ki = ko. 
C. Q. F. D. 
THÉORÈME II. — Un point régulier est toujours de première espèce. 


Supposons, en effet, le contraire, et soit X. un continu de condensa- 
tion contenant un point régulier A. En vertu de la condition (2) et du 
théorème IV (Chap. 1), il existe un continu 6 tel que 


(a) AC 6c (AP, + АР, +...-- АР,) X X, 
(5) 2[6, € — (AP, +... +-АР,)] > o. 


Soit T un point де € autre que А; T appartient à unetà un seul АР,. 
Considérons un AT contenu dans ©. Les deux ensembles AP, ~ AT 
et (АР, +... + AP;_, + AP,,, + AP,) >x AT n'ont en commun, en 
vertu de la condition (1), que le point A. 

П s'ensuit, en vertu du théorème XIII (Chap. II), que 


(с) AP; 5AT е: - (AP,+...+ AP; ,+ AP;,,+...+ AP,) x AT =A. 
De X D AT, on déduit 
(© = AT) AT, 
c'est-à-dire, à cause de (b), 
__[(АР, + AP4 +... + AP) — AT] ДАТ 
et, a fortiori, 
(AP;— AT) 4- (AP, 4-.. .-- AP; + AP +... + АР,у AT: 
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d'ou, en vertu de (c) et de IX (Chap. 1), 
(AP;— ATYD АТ, 
ce qui est impossible, car A est un point régulier | condition (3) |. 
. Réciproquement, si un point est de première espèce et s'il satisfait 


aux conditions (1) et (2), il est un point régulier, c'est-à-dire la condi- 


tion (3) est vérifiée. Cela résulte immédiatement du 


Lemme III. — Së le point А d'un continu irréductible AB est de pre- 


miére espèce, on a 
(AB — AP) x A zo, 


P étant un point quelconque de AB. 
En effet, supposons qu'il existe un P, tel que 
[AB — (AP, ) ] A. 
Or, AB=(AP,), + P, В; done [I, (4), Chap. 1] 


AB — (AP),  P,B— (AP), 
et [II, (3); IX, Ch. IJ, 


BP, 5 [BP, — (AP,),] >A, 
AB BP, > A +B, 
c'est-à-dire 
BA zz ВР, 
Donc, d'aprés les théorémes VIII et IX (Chap. II) le point P, est de 
seconde espèce, contrairement à l'hypothèse (*). 


THÉORÈME ПІ. — Un point régulier А de première espèce et de pre- 
mière classe est un point simple. 


En effet, А étant de première classe, $ (А, г) ne contient, pour r 
suffisamment petit, aucun continu de condensation, et les continus 


(!) On peut méme démontrer que si (AB —(АР,),)' DA, le continu (AP,), est un con- 
tinu de condensation de AB. 
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irréductibles AQ,, ..., AQ,, situés respectivement sur AP,, ..., AP, et 
contenus dans $ (А, 7), deviennent des arcs simples. 

Ce théoréme nous montre également que tout point régulier non 
simple est de première espece et de seconde classe. 


THÉORÈME IV. — Un point de première espèce d'un continu irréduc- 
tible AB est un point régulier d'ordre 2, sauf А et B qui sont dans ce cas 
d'ordre 1; si donc un tel point est en plus de première classe, il est ordi- 


dinaire, sauf À et B, qui sont alors points d'arrét. 


En effet, soit M un point de première espèce différent de A et de B. 


Nous avons 
МА +MB'=AB (Th. Ш, Chap. II), 


МА < МВ=М (Th. X, Chap. II), 


c'est-à-dire les conditions (1) et (2) sont remplies, et cela suffit, car le 
le point M est de première espèce. 
Pour A et B, le théoréme est encore plus évident. 


CoROLLAIRE. — Tous les points d'un arc simple AB sont des points 
ordinaires, sauf À et B qui sont points d'arret. 


THÉORÈME V. — Les points réguliers d'ordre k + 2 d'un continu 
donné sont des points isolés. 


C'est une conséquence immédiate du théorème IV. 

Sur les points simples, on peut dire plus : // n'existe dans le voisinage 
des points simples que les points ordinaires. 

Remarquons enfin que les propriétés des points d'étre simples, 
réguliers, d'ordre, espéce et classe déterminés, constituent des inva- 
riants de l'Analysis situs. 

C'est une conséquence immédiate de ce fait que les notions : con- 
tinu irréductible entre deux points et continu de condensation d'un 
continu sont de tels invariants (Th. IX, Chap. I, et Th. XIV, Chap. II). 
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II. 


Un continu qui ne contient que des points simples sera dit simple. 


Lemme. — Tout continu simple $ est saturé par rapport à l'ordre de 
tous ses points, c'est-à-dire qu'il n'y a pas de continu © contenant $ 
(et non identique à 5), par rapport auquel tout point de 8 serait simple 
et du même ordre k que par rapport à $. 

En effet, soit € un continu contenant $ (© D $). 

L'ensemble € — 8 n'est pas fermé, il existe donc un point A de ©, 


tel que 
(a) (e—s)>DA, 
(b) е—8 »xAzo. 


Il résulte de (b), vu que ACE, 
AC s. 


Soit k l'ordre du point simple A par rapport à 3 et soient AP,, 
АР,, ..., AP, les arcs simples correspóndants. 


Relativement à €, on a 
е ЛАР ABICO 


Par conséquent, le point А n'est pas un point simple d'ordre k par 


rapport au continu €. 


Тнкокёме VI. — Un continu € dont tous les points sont ordinaires, 
sauf deux À et B qui sont points d'arrét, est un arc simple AB. 


Par hypothèse, il n'y a pas de continu de condensation sur €. Par 
conséquent, le continu irréductible AB qui existe sur © est un arc 
simple. 

€ contient AB, et tous les points de AB sont du méme ordre par 
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rapport à © que par rapport à AB; d'ou, en vertu du lemme précédent, 


Q = AB. 
CQ. FP... 


Тниковеме УП. — Un continu simple sans points de ramification ne 
peut avoir plus de deux points d'arret. 


Soit, en effet, 5 un continu simple et A, B, C ses trois points d'arrêt. 
Il existe évidemment sur 3 un continu irréductible AB qui est un arc 
simple. Tous les points de AB, sauf A et B, sont ordinaires ; le point C 
qui est un point d'arrêt де $, n'appartient donc pas à AB; par consé- 
quent, АВ #5. 

Mais, en vertu du lemme, au moins un point de AB augmentera son 
ordre, si on le considére comme un point de 3. 

Comme les points A et B restent points d'arrêt, il existe un point de 
AB qui est un point de ramification pour $. 


TuÉonkwE VII. — Un continu simple sans points de ramification ` 
qui ne renferme pas deu.r points d’arret, n'en contient aucun et est une 


ligne simple fermée. 


Soit A l'unique. point d'arrét de la ligne simple 8, ou, si elie n'en 
possède pas, un point ordinaire quelconque. 

Soit AP, un are simple situé sur 8, et désignons par AP tout arc 
simple contenu dans AP, ou contenant AP,. 

Je dis que de deux AP quelconques, l'un d'eux contient l'autre. 

Admettons, en effet, que deux ares simples AP, et AP, sont tels que 
ni AP, AP,, ni AP, D AP,. On voit tout de suite que ce cas ne peut 
pas se présenter si AP, contient soit AP,, soit AP,; donc AP, et AP, 
contiennent tous les deux AP,. 

Soit AP, l'arc simple saturé contenu dans 


AD, >< AP,. 
Cet arc existe, en vertu des théorèmes П (Chap. I) et И (Chap. Ш) 
complété (p. 59). 
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On a 
АР, AP, D АР, 


P, étant différent de P, et de P, 

П existerait donc dans le voisinage du point P, les points de P, P, non 
contenus ni dans P,A ni dans Р,Р,, et le point P, ne serait pas ordi- 
naire, contrairement à l'hypothèse. 

Considérons l'ensemble M (АР); il sera simplement ordonné, si 


nous convenons que 
M, 4M, 


quand 
M, С AM,. 


Il est évident que le point limite de la suite M,, M,, ..., quand on 
considére les M, comme éléments d'un type d'ordre simple, est aussi le 
point limite géométrique de cette suite; et réciproquement, le point 
limite géométrique est le point limite du type d'ordre, à la condi- 
tion que la suite M,, M,, ... en admet un ; il peut arriver, en effet, que 
le type d'ordre de M (| АР|) ne soit pas fermé, méme si ZH (| АР|) est 
fermé. 

Il est évident que ceci ne peut se présenter que pour des suites telles 
que, N étant un point quelconque de # (АР), on peut trouver, dans 
la suite M,, M,, ..., un point M, tel que 

N < Mj. 

Je dis que toutes les suites jouissant de cette propriété ont le même 

point limite géométrique. ) 
Supposons, en effet, 


H,= lim M; 


(H, zz H,). 
H, = lim M; 
On peut évidemment supposer 
М, < Mï AM... 
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Considérons les ares simples M; M’. 

L'ensemble | M; M; | admet l'ensemble-limite contenant les points Н, 
et H,; son ensemble d'accumulation est donc un continu, et, par con- 
séquent, AIL (| AP |) et, par suite, $ devrait contenir un continu de con- 
densation (Th. VIII, Chap. I), ce qui est manifestement absurde, tous 
les points de 8 étant, par hypothèse, simples. 

Је dis que ce point limite unique H appartient à 4H (АР). En effet, 
supposons que H n'appartient pas à AA (АР |). D'après ce qui pré- 
cede, | 


Ж (АР) = f (AP) +H. 


L'ensemble Al(| AP!) étant simplement et naturellement ordonné, 
est un arc simple AH. Mais alors AH est un AP et devrait être contenu 
dans Ж (АР |), contrairement à l'hypothèse. 

Le point H appartient donc à # (| АР |). Је dis que Н = A. 

Considérons, en effet, un point R, tel que Н < К. Un tel point 
existe, car M(|AP|) ne possède pas de dernier élément (voir plus 
bas). Par conséquent, dans le voisinage du point H (si H 2 A), nous 
aurons les points des arcs simples HA et HR et encore les points M,, 
dont H est le point limite. Le point H ne serait donc pas ordinaire. 
H est donc identique à A. Mais alors A n'est pas un point d'arrét, mais 
un point ordinaire. D'apres le lemme de ce paragraphe, 


M (| АР() =з. 


Le type d'ordre de $ étant cyclique simple, 3 est une ligne simple 
fermée. 

Nous avons supposé, au cours de la démonstration, que le type 
d'ordre de # (| AP |) n'est pas fermé. 

Il est facile de voir que notre supposition est nécessairement 
vérifiée. 

En effet, si le type d'ordre de Я (| AP) était fermé, son dernier élé- 


ment étant K, A (АР) serait un arc simple AK. K étant un point 
J. 10 
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ordinaire de $, il devrait exister un KL n'ayant avec AK que le 
point K en commun. 

Mais alors AK -- KL est un are simple AL qui est évidemment 
un AP. fA (| АР |), c'est-à-dire AK, devrait donc contenir AL, ce qui 


n'a pas lieu. 


THÉORÈME IX. — Tout continu simple : 

1° N'a qu'un nombre fini de points non ordinaires (conséquence 
immédiate du théorème V); 

2° Peut etre décomposé en un nombre fini d'arcs simples n'ayant en 
commun que les extrémités. 


Prenons un point non ordinaire quelconque A d'un continu 
simple $ ; soit # son ordre. 

ll existe donc, dans le voisinage de А, k arcs simples АР”, ..., АР”. 

Considérons tous les АР, contenus dans AP? ou contenant АР”, et 
dont tous les points, sauf peut-étre les extrémités, seraient ordinaires 
pour $. 

L'ensemble M (| АР,) est ou bien un arc simple АА,, А, étant un 
autre point non ordinaire de 3, ou bien une ligne simple fermée; 
dans ce cas, 4H (1AP,|) peut être toujours décomposée en deux arcs 
simples. 

En procédant de la sorte avec chaque point non ordinaire, nous 
obtiendrons la décomposition cherchée en arcs simples. 

Ce théorème démontre queles continus simples sont des lignes con- 
nues dans l Analysis situs sous le пот de réseaux. 
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NOTE 1. 


L'espace euclidien à л dimensions sert de base à nos recherches ; 
nous devons donc nous demander ce qu'il faut entendre par espace 
euclidien à n dimensions. On dira peut-étre, on le dit dans ce cas 
presque toujours, que c'est l'ensemble de tous les groupes de 
nnombres réels (finis). Or, ce n'est pas l’espace euclidien, ce qu'on 
définit ainsi, mais ил certain espace, une certaine interprétation de 
l'espace euclidien. Et, comme nous avons adopté un exposé риге. 
ment géométrique, nous sommes obligés, pour des raisons d'esthé- 
tique, de suivre la voie axiomatique. 

La réponse la plus parfaite à cette question, mais pour 123 seule- 
ment, a été faite par M. Hilbert, dans son célèbre travail Grund- 
lagen der Geometrie ; à ma connaissance, personne n'a complété 
jusqu'ici ses résultats, de manière à les étendre à l'espace à un nombre 
quelconque de dimensions. Nous aussi, nous ne nous arréterons pas 
sur cette question, et nous allons passer tout de suite à un probléme 
plus général : nous nous proposons de construire une Géométrie con- 
tenant comme cas particuliers toutes les géométries, pour lesquelles 
les théorémes et les raisonnements du présent Mémoire sont appli- 
cables. On pourra ensuite vérifier directement, à l'aide de la Géomé- 
trie analytique euclidienne à л dimensions, qu'elle contient réellement, 
comme cas particulier, la Géométrie euclidienne. 

Ce qui frappe tout d'abord dans les théorémes qui font l'objet de 
notre étude actuelle, c'est qu'ils se déduisent, à quelques exceptions 
près, les uns des autres par un calcul ou n'interviennent pas les pro- 
priétés géométriques de l'espace, à savoir, à l'aide des propositions 
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fondamentales des paragraphes IT et Ш (Chap. I), qui sont valables 
pour les ensembles les plus généraux. En effet, aucun axiome ni 
aucune notion géométrique fondamentale, telle que la droite, le plan 
n'y sont utilisés, sauf dans la démonstration de M. Mazurkiewicz 
du théoréme I (Chap. II), que nous remplacerons par une autre 
(voir Note II). | 

Une seule notion géométrique parait intervenir d'une facon essen- 
tielle dans nos raisonnements, c'est celle de la distance entre deux 
points. Elle nous sert à définir la notion du point limite et la pro- 
priété d'un ensemble d'étre bien enchainé. En utilisant la définition de 
Jordan-Schoenflies de cette dernière propriété, il ne nous restera qu'à 
définir la notion du point limite, pour que toutes les autres définitions 
aient un sens précis, indépendant de là попоп de distance. Nous sup- 
poserons seulement que le point limite d'une suite satisfait aux deux 
conditions de M. Fréchet (*) : 1° si chacun des éléments de la suite 
infinie А,, А,, ..., А 
suite a certainement une limite, qui est А; » 
Ais dns coy 
mière suite et pris dans le méme ordre A, , A, , ..., A, (ойл, < n 


n; =. est identique à un méme élément A, toute la 


o 


si une suite infinie 
... a une limite А, toute suite d'éléments extraits dela pre- 


n? 
ped 
a une limite, qui est aussi А. 

Cette remarque est trés utile : elle montre, en effet, qu'on peut 
étendre les propositions relatives à un ensemble de points aux 
ensembles d'autres éléments, une fois la notion d'élément limite pour 
la classe de ces éléments définie (?). | 

Remarquons aussi, dans le méme ordre d'idées, que l'étude des 
axiomes de l'espace, que nous nous proposons de faire en ce moment, 


(1) Sur quelques points du calcul fonctionnel (Thèse, Paris 1906). 

Pour les définitions se rapportant aux autres propriétés des ensembles, voir bid. ; je пе 
m'écarte de M. Fréchet que dans la définition d'un ensemble bien enchaíné, oü j'intro- 
duis, comme M. Schonflies, la définition de M. Jordan. 

(*) C'est ce que nous ferons, en particulier, pour les ensembles, dont les éléments sont 
des arcs simples. 


— $ KOG + 


SUR LES CONTINUS IRRÉDUCTIBLES ENTRE DEUX POINTS. 77 


est importante non seulement par l'intérêt qu'elle présente en soi, 
mais encore parce qu'elle permet de passer des propriétés des 
ensembles de points dans un espace déterminé aux propriétés des 
ensembles de points considérés dans un autre espace, de méme que 
l'étude des ensembles abstraits permet de passer des ensembles de 
points aux ensembles composés d'autres éléments. Les deux procédés 
que nous venons de signaler me semblent indispensables dans l'étude 
« des surfaces ». | 

En dehors de deux définitions, signalées plus haut, la notion de 
distance intervient encore d'une facon plus ou moins directe, dans 
certaines démonstrations ; de plus, les propriétés des ensembles qué 
Гоп peut obtenir en utilisant la définition axiomatique, ci-dessus 
donnée, du point limite, sont insuffisantes pour la démonstration de 
certains théorèmes. 

Avant d'introduire le système complet d'axiomes dont nous avons 
besoin dans nos démonstrations, nous compléterons la classification 
des ensembles de M. Fréchet par la définition d'un ensemble parfaite- 
ment compact . 

M. Fréchet ne parle que de l'élément limite d'une suite des éléments 
dont le nombre ordinal est w. Pourtant, ses conditions 1° et 2° 
restent valables, quand on substitue aux nombres finis n; les nombres 
transfinis œ; plus petits qu'un certain nombre р. de seconde espèce (*). 

Nous dirons qu'un ensemble est parfaitement compact, si de toute 
suite de ses éléments on peut extraire une suite du méme type d'ordre 
et possédant un élément limite. 

Voici notre systéme d'axiomes : 


L'espace est un ensemble d'éléments, que nous nommons points et 


(!) En particulier, en introduisznt la notion de distance de deux éléments, nous adop- 
tons la définition suivante : un point A, est le point limite d'une suite du type d'ordre p: 
А,,А,,..., Au Awis • + Ад, ses, (X < p) si à tout nombre ғ on peut faire correspondre un 
nombre ordinal x; < p. tel que p(As, A4) <= pour tout a < 2. 
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que nous désignons par des majuscules romaines, assujetti aux condi- 


tions suivantes : 


I. Il est : 1° Parfaitement compact (extrémal) ; 
2° Bien enchaîné (ce qu'on peut exprimer comme il suit : 
l'ensemble complémentaire d'un ensemble fermé est 
non fermé). 


On peut résumer ces deux axiomes en un mot, en disant que l'espace 
est un ensemble continu (nous supposons qu'il contient plus d'un 
élément). 


II. 1° A chaque couple de deux points distincts A et B correspond 
un nombre positif (réel, fini et non nul) nommé distance des points A 
et B. Nous le désignerons par le symbole 


e (А, B) = p (B, A). 


Nous convenons de plus que p (A, А) = o. 
2° p(A, B) est une fonction continue de A et de B. 
Si l'on a 

ы: 


alors, d’après la continuité de р (A, B), lim p(A,, B„), si elle existe, est 


égale à p (A, В); or, lim p (A,, B,) existe toujours, car soit 


lim e (Aii B...) = lim e (An, B,) 
k = œ n=% 


et 
lim p (Amy Bm) = lim (Ам, Bm); 


or 
lim А, = A, lim B,, = B, 
k= œ 


k= % 


et de même 


lim A, = A, lim B,, = В; 
k = œ k=œ 
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il en résulte : 


lim p (An, Ва) = p (A,B) е lim р(А,, Ва) = p(A, В); 


par suite, la limite de p (A,, B,) existe, et l’on a 


lim р(Ал, Bu) = (А, B). 


En supposant toujours le point limite assujetti uniquement aux 
deux conditions de M. Fréchet, les axiomes II, 1° et II, 2° entraînent la 
définition complète du point limite, à savoir celle qu'on adopte tou- 
jours pour les ensembles géométriques. 


En effet, soit 
lim A„ =A; 


ceci entraine 
lim e (An, A)=p(A,A)=0. 


Réciproquement, la relation 
lim p(A,, А) — 0 


entraine 
lim А, = A. 


En effet, soit B un point limite de l'ensemble |А, |, et supposons B 
différent де А; soit А,, A, , ..., Ал, la suite qui admet B comme élé- 
ment limite, c'est-à-dire 

lim A„ = B. 
k= œ 
Cela entraine 
lim p (åns А) = p (B, A). 

Or, 

lim е(А„, А) = lim р(А,, A) = o, 


donc В = A, contrairement à l'hypothèse. 
En partant de l'axiome II, 2°, moyennant une longe chaine dc théo- 
rémes que je me dispense de reproduire ici, on peut démontrer 
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l'existence d'une fonction / (a) positive, monotone et croissante qui 
satisfait aux deux conditions suivantes : 


1° lim f (a) =; 


TE 

2° Si 0(А, B) Са et р(А, С) <a, on a р(В, C) < f(a)('). 

Ceci montre que l'espace qui satisfait à nos quatre axiomes est une 
classe (V) de M. Fréchet. Par conséquent, l'ensemble dérivé d'un 
ensemble de points de notre espace est fermé. 

Nos quatre axiomes sont, comme nous l'avons dit plus haut, com- 
patibles et indépendants entre eux. //5 sont compatibles, car ils sont 
vérifiés par n'importe quel continu situé à distance finie dans l'espace 
euclidien, et, en général, par un continu quelconque d'un espace qui 
lui-méme satisfait à ces axiomes. Cette remarque nous sera trés utile 
dans la suite. 

Ils sont indépendants entre eux, car on peut donner des exemples 
qui montrent que trois quelconques de nos axiomes peuvent être véri- 
fiés, sans que le quatriéme le soit (*). 

L'espace euclidien n'est pas compact; il le devient si on lui adjoint 
les éléments à l'infini (le point оп le plan), mais alors l'axiome П, 1? пе 
se trouve plus vérifié. Cela ne nous géne pas autrement, car notre 
étude se borne aux ensembles de points situés entiérement à distance 
finie, c'est-à-dire contenus dans une sphére (de rayon fini) qui est bien 
un ensemble compact (d'aprés le théoréme de Weierstrass), et méme 
parfaitement compact (voir Note III). 


(!) Si au lieu de l'axiome II, 2°, on adoptait l'axiome suivant : 


p(B, С) < o[p(A, В), р(А, С)], où ф(а, Б) —9(5, a) et lim ф(а, b) — b, 


la continuité de p et l'existence de la fonction f(a) en résulterait immédiatement. Mais 
sous cette forme cet axiome suppose implicitement l'indépendance de la fonction ọ (a, b) 
des points А, B, C, tandis que cette indépendance peut se démontrer à l’aide de notre 
axiome П, 2°. 

(?) Il se peut cependant qu'il suffise de supposer notre espace compact, pour qu’on 
puisse démontrer qu'en vertu des axiomes du groupe ll, il est aussi parfaitement 
compact. 
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Dans beaucoup de démonstrations, nous n'avons besoin d'aucun de 
nos axiomes. Il suflit de supposer que les éléments des ensembles 
envisagés appartiennent à la classe (L) (*), les éléments de la classe (L) 
étant caractérisés par la propriété d'admettre une définition des élé- 
ments limites, satisfaisant aux conditions 1° et: 2°. Nous restreindrons 
seulement la notion du continu, en réservant cette dénomination pour 
les ensembles compacts, fermés et bien enchaínés, ne se réduisant pas à 
un point unique, c'est-à-dire extrémaux, parfaits et bien enchaînés (°). 

C'est ainsi que les formules du paragraphe Ш, Chap. I (sans parler 
de celles du paragraphe II), sont absolument générales, le point limite 
n'étant défini que par les deux conditions de M. Fréchet. Seule, la 
proposition XIII fait exception, car l'ensemble dérivé d'un ensemble 
pouvant étre, dans le cas général, non fermé, la propriété d'étre bien 
enchainé ne peut étre définie que pour les ensembles fermés. En nous 
restreignant à ce cas, le théoréme est vrai sous la forme suivante : 


Étant donnés deux ensembles fermés et bien enchaínés €, et £, avant 
des points communs, l'ensemble fermé ©, + ©, est aussi bien enchaíné. 


Supposons, en effet, le contraire, et soient f, et f, deux ensembles 
fermés sans points communs en lesquels on peut décomposer £, + £,. 
Un de ces ensembles, f, par exemple, a nécessairement des points 
communs avec l'ensemble £, >< &,. 

D'autre part, f, a des points communs avec un au moins de deux 
ensembles £, et £,. Supposons que £, >x 3,220. П en résulterait, 
contrairement à l'hypothèse, la possibilité de décomposer £, en deux 


(+) Екеснет, loc. cit., p. 5. 

(*) La notion d'ensemble fermé est relative à l'espace dans lequel on considère l'ensemble 
donné; l'espace lui-méme est toujours fermé, car il contient tous les éléments possibles, 
donc les éléments limites aussi; par conséquent, Гахіоте з exprime que l'espace est 
extrémal et, par suite, continu. Je remarque que la notion d'espace joue ici le méme róle 
que la notion de classe de M. Fréchet. 
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ensembles fermés (XI, Ch. I) 2,8, et E, x f, sans points communs. 

Pour démontrer la proposition XIV, il faut remarquer que C, et €, 
étant tous les deux compacts, l'ensemble ©, + C, l'est aussi. 

J'ajoute ici encore un théoréme qui est banal pour un espace 
métrique, mais ne l'est pas pour un espace, pour lequel aucun axiome 
géométrique n'est supposé d'avance. 

Si A est un point intérieur de chacun de deux continus donnés €, 
et €,, tL est un point intérieur de l'ensemble de leurs points communs. 

En effet, les hypothéses 

€, БА, DA, [2—(2,)] <А =0о, (2 —2,) хА ғо. 
entraînent 
1 X 2. D À et [2 — (е, хе,)]<А= [(5 –е,) + (%5—6е,) ЈХА =o. 
суд D. 

Les théorèmes III, VI du Chapitre I; Th. Ш, IV, V, УП, XI du 
Chapitre II ; Th. I, II du Chapitre III, sont aussi absolument généraux. 

Revenons à l'espace qui satisfait au système d'axiomes de la page 78. 

L'axiome I, 2? n'est nécessaire que pour la démonstration du théo- 
rème suivant : 

Si un ensemble À contient au moins un élément de l'espace ©, mais 
ne contient pas tous les éléments de cet espace, la frontière de cet 


ensemble contient un élément au moins К 


Soit, en effet, 


(a) А es + C, 

où à 

(b) АЗРА 

et 

(с) ($= 4) = (® — 4) + Ca, 


(1) Јоврам, Cours d'Analyse, 2° édition, t. I, p. 20. La démonstration de M. Jordan 
n'est pas valable dans le cas qui nous occupe, car elle utilise la notion de droite; mais en se 
servant des axiomes du groupe ЇЇ, on peut donner une démonstration analogue à celle de 
M. Jordan. | 
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^ 
ou 
(d) EQ X (5 — А) 20. 

De la relation (b) on tire 
QU, Gb А С) 
et de (d) 
CaC Je C de, 
ce qui donne, en vertu de (а) et (c), 
S(A)m (5 < D) D'E +H Ca. 

Les ensembles £, et £, ne peuvent pas être vides à la fois, car les 
ensembles Љ et 2 — Љ, qui n'ont pas de points communs, seraient 
alors fermés ('), et Z qui est leur somme ne serait pas bien enchaîné, ` 
contrairement à l'axiome I, 2°. Par conséquent, 

$ (A) FÉ o. 
Gy. NUR 


Le sphéroïde (°) $ (А, а), de centre A et de rayon a, est, par défini- 
tion, l'ensemble de tous les points M tels que p (А, М)<а; cet ensemble 
est fermé. 

Soit, en effet, S,, S,, ..., S„ une suite des points du sphéroïde 
admettant un point limite S,, c'est-à-dire lim 5, == 5,. Pour tous les 


points S„, on a 
o (A, За) Са (A ==1, 3, ...). 


En vertu de l’axiome II, 2°, 


p (A, S.) = lim p (A, S.) Sa, 


c'est-à-dire S, appartient au sphéroide. 


(*) Bien que JW puisse être non-fermé, l'identité IT = M montre toujours que ОК est 


fermé, car JT DIN. 
(?) Frécuer, loc. cit., р. 21. 


+ = 
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Un raisonnement tout à fait pareil montre que si d est fermé, 
l'ensemble $ (А, a) [c'est-à-dire l'ensemble de tous les points M, tels 
que p (M,.t.) <a] est fermé, et que pour tout point F de $[$(4,a)], 
on a g(F, А) = a (*). 

La démonstration de l'équivalence des définitions de Cantor et de 
Jordan d'un ensemble bien enchainé subsiste sans aucune modification. 
Quant au lemme du paragraphe IV (Ch. I), il suffit d'y remplacer 5 


par une quantité suffisamment petite 7, telle que 
Дт) +n]< s, 
ce qui est toujours possible, vu que 
lim. f(n) ==. 
En effet, les inégalités 


e (Ti, P;)<n, e (Pj, Ра) < 
entraînent 
e (Ti, P) <f(n) <f(n)+n 


et cette dernière, jointe à 


(Ра, Та.) < n< f (n) + Ny 
donne 


e (Ti, Та) < S[S(n) + n] <e. 


Je complète encore la démonstration du théorème IV (Ch. I) en 
montrant que & contient un point T non identique à A. 
On a, en effet, ^ 


(a) p (A, Ти а) >а, 
(b) eC. Thu) « u. 
Soit 


Т== lim T». 


(1) Mais la réciproque n'est pas vraie, méme pour un sphéroide. 
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Si T était identique à A, c'est-à-dire si 


lim p (A, Тїн) = o, 


on pourrait faire correspondre à tout £ un #, tel que pour tout 424,, on 


aurait 
(c) e (A, T) «C e. 

Pour k suffisamment grand, on aura e, < ê et, par conséquent, 
(4) e (Thn, This) < E- 


Des relations (с) et (d), on déduit la relation 
p (A, Туны) <S (e) 


qui est en contradiction avec (a), car on peut prendre e suffisamment 
petit pour que f(e) soit plus petit que a. 

Tout pareillement, on peut compléter les autres théorémes. 

Dans la Note II, nous allons donner une démonstration, valable pour 
notre espace, du théoréme I du Chapitre II, et dans la Note III, celle 
du théoréme VI du Chapitre III. Il se trouve donc que le seul théoréme 
qui n'est pas général, c'est le théorème II du Chapitre II. Il n'est pas, 
en effet, vérifié dans l'espace à une dimension qui satisfait pourtant au 
systéme de nos quatre axiomes. 


NOTE П. 


La démonstration de M. Mazurkiewiez utilise d'une facon essentielle 
les propriétés de l'espace euclidien. Pourtant, le théorème est général : 
jen donne ici une démonstration (') qui n'utilise que le système 


d'axiomes de la page 78. 


(1) Elle a été publiée dans ma Note des Comptes rendus du 18 juillet 1910. 
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Soit € le continu donné et A et B deux de ses points. Si € n'est pas 
un &(A, B) irréductible, il existe un autre А (A, B) continu ©,, tel 
que © DE, et € — C, Zo. En général : 

a. Étant donné un €,, qui n'est pas un 4 (A, B) irréductible, il existe 


un & (A, B) continu €,,, tel que 
е, > Caux et 24 — Сал Á 0. 


Il existe donc un point C, de 2,, non contenu dans ©„,,. 

b. Étant donnée une suiteinfinie bien ordonnée | ©, !, où chaque ©, 
est un &(A, B) et où ©, D €,,,, ou bien cette suite aura un dernier 
terme ©, qui sera un &(A, B) irréductible, ou bien on pourra la pro- 
longer de telle facon qu'elle n'aura pas de dernier élément et qu'elle 


définira un ensemble 


e, D (| Cal); 


où u est un nombre transfini de seconde espèce (c'est-à-dire que le 
nombre u — 1, précédant immédiatement р, n'existe pas), et u > aœ. 

Je dis que €, est un (A,B). En effet, 2, est un ensemble fermé 
[ Ch. I, XIII, (2)] et contient A et B. Si l'on suppose donc que e, n'est 
pas un 4(А, В), il en résulte que 


О у == «А» + w, 
où 
(a) % D 5 + А, 
(b) w D 3 B, 
(c) À X Vb = 0. 


Soit 9 l'ensemble de points Q tels que 


0 ( «A, ub 
TRIES dena) 
c'est-à-dire 


2=$ E : р (A, s)|: 


е qM 
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Donc, 9) étant fermé (voir p. 84), 


(4) 2D 4, 

(e) 3» V. = ә x M, = о 
et 

(7) +(3)х %==0. 


D'autre рам (voir p. 84), 


1 
p (F, А) = = p (a, №), 


pourvu que 


FC #(2) 
et, par conséquent, 
(fS") f (3) X do o. 
Donc 
(7) $(3)»x €, 0. 


Les relations 


2—#(2)DA  [(4) (f"), (а)] 
(c'est-à-dire А est un point intérieur de Э ) 
et i 
$xBzo [(е), (5)] 
(c'est-à-dire B est un point extérieur de 3) 
entrainent (d’après le théorème III, Ch. 1), 


SJK eD Fa: 
Mais comme 


Ca D Caps 
£(2)x06.,D £(3)»€4,5D Fais, 


>>: 402 ER 
$ (3) x са M (; Fos!) ы доу ey 
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et (IX, XI, Ch. I) 
J (2) га D И (| Fais!) DEF 


pour toutes les valeurs de l'indice œ< u, F, étant un point tel qu'à un 
nombre transfini quelconque x, plus petit que | et à une quantité arbi- 
traire e, on puisse faire correspondre un nombre ү > %, tel que 
à р (Fy, Fa) «s, 
c'est-à-dire 
F,= ан F arbi où ls (a + у) = 

Un tel point Е, existe, car nous avons supposé | pao parfaitement 
compact эм 47у. 

Par conséquent, 

D(ILF(D X Call) D Fp, 
ou (VI, Ch. I) 
4(9) x D(| eal) D Fu, 


ce qui est en contradiction avec (f). 

Donc А et B sont bien enchaînés dans e,, et, par conséquent, е, est 
un f (A, B). 

D'après le célèbre théorème de M. Zermelo (*), la puissance de tout 
ensemble est un aleph; soit x, celle de l'ensemble de tous les points de 
notre espace. Il en résulte qu'à l'ensemble bien ordonné des points С,, 
il ne peut correspondre qu'un nombre transfini de la classe denen" 
ou inférieur à (+ 2, si <w; de la classe Ç ou inférieur à l, si 62 w; 
et de méme, еп ce qui concerne l'ensemble des е,, semblable à l'en- 
semble des С,. 

De cette remarque, on déduit immédiatement que l'hypothése de la 
non-existence d'un continu irréductible AB sur e conduità une contra- 
diction. 


(!) Der Satz, dass jede Menge wohlgeordnet werden kann ... (Math. Ann., t. LIX, 
p. 514) et Neuer Beweis für die Móglichkeit einer ax ctus (Math. Ann., t. LXV, 
p. 107). 
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En effet, si AB n'existait pas, nous pourrions prolonger notre suite 
des 2, jusqu'à atteindre tout nombre transfini de la classe С + 2, res- 
pectivement €. Or, l'ensemble D ( | 2, |), où l'indice œ parcourt la suite 
de tous les nombres transfinis de la classe $, nous définit, d'aprés ce 
qui a été dit, un & (A, B). S'il n'était pas AB, il existerait un С,, où 
Е est le premier nombre de la classe Í + т, respectivement og; 
distinct des autres C,, ce qui est manifestement absurde. 


La démonstration de M. Mazurkiewiez a pourtant, outre qu'elle 
procède par un simple passage à la limite, un autre avantage : elle 
donne le moyen, au moins en théorie, de trouver effectivement un AB 
dans un continu donné, et, par suite, de répondre à la question sui- 
vante : un f (A, В) étant donné, est-il irréductible ou non? 


NOTE Ш. 


L'ensemble compact n'est pas nécessairement parfaitement compact, 
comme le montre bien l'exemple de l'ensemble de tous les nombres 
transfinis ordinaux de la seconde classe. On peut démontrer qu'une 
portion de l'espace euclidien à л dimensions est parfaitement compacte 
par le méme raisonnement (méthode de décomposition en cubes) 
qu'on démontre qu'elle est compacte, c'est-à-dire le théorème de 
Weierstrass. 

La notion de l'ensemble parfaitement compact nous a été nécessaire 
pour la démonstration du théorème I, Chap. II (Note IT, p. 88); elle 
nous permettra aussi de généraliser les résultats du paragraphe П, 


(Chap. Ш). | 
J. 12 
et — 
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Nous avons utilisé dans ce paragraphe la propriété que possède un 
type d'ordre simple fermé (il serait plus rationnel d'appeler ce type 
compact), d'avoir le premier et le dernier élément. Cette propriété ap- 
partient bien aux types d'ordre des ensembles des points à distance 
finie de l'espace euclidien (on le démontre encore par le méme procédé 
de décomposition en cubes), mais elle ne résulte nullement de la défi- 
nition du type d'ordre fermé. C'est ainsi que le type d'ordre de tous les 
nombres transfinis ordinaux de la seconde classe est fermé [car toute 
suite (du type w) dela forme &,, о, ..., 64, ..., où о, < Arpi a un élé- 
ment limite], mais n'a pas de dernier élément. 

La propriété de posséder le premier (etle dernier) élément appar- 
tient cependant toujours aux types d'ordres fermés et parfaitement com- 
pacts. En effet, il existe dans un ensemble simplement ordonné sans 
élément dernier une suite ascendante transfinie du type БА, A,, ..., 
Au, Ausis ++ + (dont la puissance est évidemment au plus égale à celle de 
l'ensemble donné), telle qu'il n'existe dans l'ensemble aucun élément 
de rang supérieur à celui de tous les éléments de cette suite; donc 
aucune suite du méme type d'ordre extraite d'elle ne peut avoir 
d'élément limite, contrairement à la définition d'un ensemble parfaite- 


ment compact. 
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NOTATIONS. 


. Les majuscules romaines (A, B, ...) désignent les points. 


. Les majuscules rondes (%, W, ...) désignent les ensembles de 


points. 


. Les lettres 1, i, j, k, l, m, n, p, q désignent des entiers positifs 


(finis). 


e (A, B) désigne la distance entre A et B. 
0 (+, 15) désigne la borne inférieure de p (А, B), le point A étant 
contenu dans % et B dans v5. 


. ІГ, désigne l'ensemble dont les éléments sont Г,. 


. + 15 désigne l'ensemble des points contenus dans № et v5. 


M í| L, | désigne l'ensemble de points de tous les г. 


. À xX № désigne l'ensemble des points communs aux ensembles A 


et v5, 
D | А, ! désigne l'ensemble des points communs à tous les A. 


À — 1» désigne l'ensemble de tous les points de Æ qui ne sont pas 
contenus dans W. 


À = Wb signifie : À est identique à №. 


UE À est contenu dans W 
signifie : 


WDA ou 15 contient №. 
A précède B. 


ignifie : à 
| Mm ou B suit A. 


B > A 


А désigne l'ensemble dérivé de -. 
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15. A m e + N. 
14. $ (A) désigne la frontière de X. 


15. S (%, а) désigne l'ensemble des points S tels que p (4, S) а. En 
particulier 8(А, а) désigne le sphéroide de centre А et de 
rayon a. 


16. & (A, B) désigne un ensemble qui contient les points A et B et qui ne 
peut pas étre décomposé en deux ensembles fermés sans points 
communs, dont l'un contiendrait A et l'autre B. 


17. C(A, V5) désigne un continu ou un point qui contient À et est con- 
tenu dans w. 


18. AB désigne un continu irréductible entre les points A et B. 


Vu et approuvé : 
Paris, le 26 avril 1911. 


Le Doyen DE LA FACULTÉ DES SCIENCES, 
Pau. APPELL. 


Vu et permis d'imprimer : 
Paris, le 26 avril 1911. 


Le Vice-RECTEUR DE L'ACADÉMIE DE PARIS, 
L. LIARD. 
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